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1 แขนกล 
หุนยนตที่เราพิจารณาในเรื่องการวางแผนการเคลื่อนที่นั้น ถูกจํากัดวาเปนวัตถุชิ้นเดียวเพื่อความสะดวกในการ
วิเคราะห แตในความเปนจริงโดยทั่วไปหุนยนตประกอบขึ้นจากชิ้นสวนตางๆ หลายชิ้นที่เคลื่อนที่สัมพันธกัน 
นอกเหนือจากหุนยนตเคลื่อนที่ได ยังมีหุนยนตอีกประเภทที่พบเห็นไดในโรงงานประกอบชิ้นสวน นั่นคือแขนกล  
ปจจุบันแขนกลไดมีบทบาทขามขอบเขตของโรงงานเขามาในชีวิตของเราในแงอื่นๆ เพิ่มมากขึ้นเรื่อยๆ  
 

(a)  (b)  
 

(c)   (d)  

รูปที่  1.1 การประยุกขใชแขนกล 
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1.1 ขอตอ 
แขนกลคือหุนยนตที่ประกอบไปดวยทอนแขน (link) ที่นํามาประกอบกันดวยขอตอ (joint) ขอตอมีหลายแบบ แตละ
แบบก็จะอนุญาตใหเกิดการเคลื่อนที่ของทอนแขนที่แตกตางกันไป  รูปที่  1.2 แสดงขอตอแบบตางๆ ที่นิยมใช ลอง
พิจารณาวาขอตอแตละแบบบังคับการเคลื่อนที่ของทอนแขนสองทอนที่มาเชื่อมกันอยางไร 
 

 
รูปที่  1.2 ขอตอแบบตางๆ 

 
ในการสรางแขนกลโดยทั่วไป ขอตอที่นิยมใชมากที่สุดคือขอตอแบบหมุน (revolute joint) และขอตอแบบเลื่อน 
(prismatic joint)  สําหรับขอตอแบบหมุน ทอนแขนสองทอนถูกยึดติดกันที่จุดหมุนซึ่งอยูบนทอนแขน โดยแตละทอน
สามารถหมุนไดรอบจุดหมุนนี้ เราสามารถบอกตําแหนงของสองทอนแขนที่สัมพันธกันดวยมุมที่ทอนแขนหมุนไป  
สวนขอตอแบบเลื่อนนั้น ทอนแขนสองทอนติดอยูดวยกันในลักษณะเดียวกันกับเสาอากาศวิทยุรถยนตที่ยืดหดได 
โดยทอนแขนแตละทอนสามารถเลื่อนเขาออกไดในหนึ่งทิศทาง เราสามารถระบุตําแหนงที่สัมพันธกันของสองทอน
แขนไดจากระยะเลื่อนเขาออกดังกลาว  จะเห็นไดวาขอตอแบบหมุนและขอตอแบบเลื่อนมีระดับเสรีของการเคลื่อนที่
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เปนหนึ่ง เราเรียกตัวแปรที่กําหนดการเคลื่อนที่นี้ซึ่งไดแกมุมหมุนของขอตอแบบหมุน และระยะเลื่อนของขอตอแบบ
เล่ือนวาเปนพารามิเตอรของขอตอ  การมีระดับเสรีของการเคลื่อนที่เปนหนึ่งทําใหงายในการออกแบบและวิเคราะห  
ขอตอทั้งสองแบบจึงถูกใชมากที่สุดในการสรางแขนกล โดยแขนกลที่มีระดับเสรีสูงๆ ก็สามารถสรางขึ้นได โดยการ
ประกอบทอนแขนหลายทอนดวยขอตอสองแบบนี้   
แขนกลทํางานดวยการเคลื่อนที่ของทอนแขนที่สัมพันธกนัเพื่อใหปลายแขน (end effector) ไปอยูในตําแหนงและ
ทิศทางที่เหมาะสม  เพื่อเครื่องมือที่ติดอยูที่ปลายแขนจะไดทํางานที่ตองการไดโดยสะดวกและมีประสิทธิภาพ  
ตัวอยางในรูปที่  1.3 แสดงใหเห็นถึงความจําเปนที่ตองจัดการใหปลายแขนอยูในตําแหนงและทิศทางที่เหมาะสม 
 

 
รูปที่  1.3 แขนกลกําลังไขสกรูลงในเกลียวที่ตองการ 

การคํานวณวาปลายแขนจะอยูที่ตําแหนงและทิศทางใดจึงเปนเรื่องสําคัญ  การคํานวณดังกลาวอาศัยการกําหนดให
ทอนแขนแตละทอนมีพิกัดสวนตัว ที่เราจะเรียกวาเฟรม  เฟรมประกอบไปดวยจุดกําเนิดและเวกเตอรแกน  โดยเฟรม
ที่กลาวถึงจะอยูติดแนนกับทอนแขนที่เปนเจาของเสมอ  หรืออีกนัยหนึ่งก็คือแตละทอนแขนจะอยูนิ่งไมขยับเขยื้อน
เมื่อเทียบกับเฟรมของมัน สําหรับทอนแขนที่เกิดจากการเรียงตอกันไป เรานิยมเรียกทอนแขนที่อยูนิ่งยึดติดกับพื้นวา
ฐาน (base) และเรียกทอนถัดมาตามชื่อสวนของแขนไดแก ไหล(shoulder) ขอศอก(elbow) แขนทอนบน (forearm) 
และขอมือ (wrist) เปนตน  ตําแหนงและทิศทางการวางตัวของทอนแขนหนึ่งๆ เมื่อเทียบกับเฟรมของฐานจึงขึ้นอยูกับ
ตําแหนงและทิศทางของทอนแขนกอนๆ ดวย เราสามารถคํานวณตําแหนงและทิศทางของปลายแขนไดดวยการใช
การแปลงเอกพันธที่ไดศึกษาไปแลว โดยทําการคูณเมทริกซการแปลงแบบซายไปขวาพจิารณาจากฐานไปจนถึง
ปลายแขน ตัวอยางตอไปนี้แสดงการคํานวณตําแหนงของแขนกลในสองมิติที่มีสองขอตอ (รูปที่  1.4) 
 
ใหเฟรมของฐานคือ มีจุดกําเนิด และเวกเตอรแกน และ 0F 1O 0x 0y  ใหเฟรมของ คือ  มีจุดกําเนิด และ
เวกเตอรแกน และ 

1L 1F 1O

1x 1y  และ ใหเฟรมของ คือ  มีจุดกําเนิด และเวกเตอรแกน และ 2L 2F 2O 2x 2y  กําหนดให  
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รูปที่  1.4 ตัวอยางแขนกลในสองมิติที่มีสองขอตอ 

 
เราสามารถเขียน ไดจากการหมุน รอบจุดกําเนิดไปเปนมุม 1F 0F 1θ   ดังนั้นพิกัดใน สามารถเขียนเปนพิกัดใน 

ไดดวยการคูณขางหนาดวย 
1F

0F 1( )θR  เชนเดียวกันเราสามารถเขียน ไดจากการเลื่อน ไปตาม เปนระยะ 
จากนั้นหมุนรอบจุดกําเนิดของเฟรมที่ไดจากการเลื่อนนี้ไปเปนมุม 

2F 1F 1x

1d 2θ นั่นคือพิกัดใน สามารถเขียนเปนพิกัดใน 
ดวยการคูณขางหนาดวย  

2F

1F 1( ,0) ( )d 2θD R เมื่อนํามาประกอบกันจะไดวาพิกัดใน สามารถเขียนเปนพิกัดใน 

ดวยการคูณขางหนาดวย

2F

0F 1 1( ) ( ,0) ( )d 2θ θR D R   เชนปลายแขนที่มีพิกัดเอกพันธใน คือ  จะมีพิกัด

ใน คือ 
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จะเห็นไดวาเราสามารถเขียนตําแหนงและทิศทางของปลายแขนในพิกัดของฐานใหอยูในรูปของพารามิเตอรของขอ
ตอ หลักการสําคัญก็คือการกําหนดพิกัดสวนตัวที่เหมาะสมใหแตละทอนแขน ถึงแมวาในทางทฤษฎีแลวจุดกําเนิด
ของพิกัดจะอยูที่ใดก็ได (ขอใหยึดติดกับทอนแขนที่เปนเจาของเปนใชได) แตในทางปฏิบัติเรานิยมเลือกใหจุดกําเนิด
ของพิกัดอยูตรงขอตอ  นอกจากนี้ในตัวอยางที่ผานมา เรากําหนดใหเวกเตอรแกน ผานทั้ง และ บังคับให
การเลื่อนที่ตองการอยูในแกนเดียวเทานั้น สะดวกในการคํานวณ 

1x 1O 2O

 
การคํานวณพิกัดของจุดใดๆ ของแขนกลใหอยูในรูปของพิกัดฐานเปนการคํานวณการแปลงในลักษณะตอเนื่องกัน
เปนลูกโซ  โดยพิจารณาจากพิกัดฐานไปยังพิกัดที่จุดที่ตองการนั้นเขียนอยู  เรานิยมอางถึงทอนแขนที่เรียงตอกันไป
เริ่มจากฐานดวยจํานวนเต็ม 0,1,2,… เราจึงสามารถเขียนไดวา  nnn ,12,11,0,0 ... −= TTTT โดย เปนเมทริกซ
การแปลงเอกพันธจากพิกัดในเฟรม ไปเปนพิกัดในเฟรม  

ji,T

jF iF

1.2 จลนศาสตรทางตรงของแขนกล(Forward Kinematics of Manipulator) 
จลนศาสตรสนใจเกี่ยวกับการเรียงตัว ตําแหนง ทิศทาง และการเปลี่ยนแปลงของสิ่งตางๆ เหลานี้ของโครงสรางโดย
ไมคํานึงถึงแรงตนเหตุ จลนศาสตรทางตรงของแขนกลวาดวยการคํานวณตําแหนงในพิกัดที่ถือวาหยุดนิ่ง ของจุดบน
แขนกลที่กําหนดให ตัวอยางในหัวขอกอนไดแสดงการคํานวณดังกลาวในสองมิติ ในหัวขอนี้เราจะศึกษาจลนศาสตร
ทางตรงของแขนกลในกรณีสามมิติ หลักการคํานวณยังคงเหมือนในกรณีสองมิติ หากแตวาเราจะเสนอวิธีการ
จัดระบบตัวแปรตางๆ อยางมีระเบียบ ทั้งนี้ก็เพื่อการคํานวณจะทําไดอยางมีระบบไมสับสน 
 
หลักการก็คือเรามีทอนแขนที่เรียงตอกันจากฐานซึ่งนับเปนทอนที่ 0 ไปจนถึงปลายแขนทอนที่ n  ให เปนเฟรมของ
ทอนแขนที่ i  อันประกอบไปดวยจุดกําเนิด และเวกเตอรแกน เราสามารถคํานวณเชนเดียวกันกับกรณี
สองมิติไดวาจุด

iF

iO iii zyx ,,
P ที่มีพิกัดเปน ในเฟรม จะมีพิกัดในเฟรม เปน  np nF 0F nnpTp ,00 = โดยที่ 

 ดังนั้นส่ิงที่เราตองสนใจก็คือการหา  ขอเริ่มดวยวิธีการกําหนดจุดกําเนิดและ
เวกเตอรแกนใหกับเฟรมตางๆ   

nnn ,12,11,0,0 ... −= TTTT ii ,1−T
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รูปที่  1.5 แสดงขอตอที่อยูถัดกัน สองขอตอนี้ตองอยูบนเฟรมที่ถัดกันดวย สมมุติวาขอตอทางซายอยูในเฟรม 
และขอตอทางขวาอยูในเฟรม  พิจารณาเสนตรงสองเสนที่ลากผานแกนหมุนของขอตอทั้งสอง หากสองเสนตรงนี้
ไมขนานกันและไมตัดกัน เราสามารถหาสวนของเสนตรงที่ส้ันที่สุดที่เชื่อมเสนตรงที่ผานแกนนี้ได  แนนอนวาสวนของ
เสนตรงนี้ตองอยูในทิศทางที่ตั้งฉากกับเสนตรงที่ผานแกนทั้งสอง  ในรูปที่  1.5 ระยะหางที่ส้ันที่สุดนี้ก็คือ  และมุม
ระหวางภาพฉายในทิศทางของเสนตรงที่ส้ันที่สุดของเสนตรงที่ผานแกนทั้งสองเทากับ 

1−iF

iF

1−ia

1−iα (มุมนี้ก็คือมุมนอยที่สุดที่
เสนตรงที่ผานแกนตองบิดเพื่อมาขนานกัน) 

 
รูปที่  1.5 แกนหมุนของสองขอตอบนเฟรมที่อยูถัดกัน 

ในรูปที่  1.6 ให คือเสนส้ันสุดที่เชื่อมระหวางแกนหมุนของขอตอทางซายกับแกนหมุนของขอตอทางขวา 
กําหนดใหจุดกําเนิดของเฟรม อยูที่ 

1iL −

1−iF 1iO − ซึ่งก็คือจุดตัดระหวางแกนหมุนของขอตอทางซายกับ  นอกจากนี้
เรายังกําหนดใหเวกเตอรแกน เปนเวกเตอรที่ขนานกับแกนหมุนของขอตอซาย และเวกเตอรแกน  เปน
เวกเตอรที่ขนานกับ โดยชี้จากแกนหมุนของขอตอซายไปยังแกนหมุนของขอตอขวา ในทํานองเดียวกันเราให 
เปนเสนส้ันสุดที่เชื่อมระหวางแกนหมุนของขอตอทางขวากับแกนหมุนของขอตอที่อยูถัดไป (ไมไดแสดงในรูป)
กําหนดใหจุด เปนจุดกําเนิดของเฟรม โดยจุดนี้เปนจุดตัดระหวางแกนหมุนของขอตอทางขวากับ  เรา
กําหนดใหเวกเตอรแกน  เปนเวกเตอรขนานกับแกนหมุนของขอตอทางขวาและเวกเตอรแกน เปนเวกเตอร
ขนานกับ  โดยชี้จากแกนหมุนของขอตอทางขวาไปยังแกนหมุนของขอตอถัดไป ถึงจุดนี้เราไดกําหนดจุดกําเนิด
และเวกเตอรแกนใหกับเฟรม และ เรียบรอยแลว (

1iL −

1i−z 1i−x

1iL − iL

iO iF iL

iz ix

iL

1−iF iF 1i−y และ iy หาไดจากการใชกฎมือขวากับเวกเตอรแกนที่
กําหนดไปแลว) จึงไมยากที่จะหาการแปลง ที่ตองการ  วิธีทําก็คือเราตองหาการเคลื่อนที่ซึ่งทําใหเฟรม มา
อยูทับกับเฟรม จากรูปที่  1.6 จะเห็นไดวาส่ิงที่เราตองทําก็คือหมุนเฟรม รอบแกน

ii ,1−T 1−iF

iF 1−iF 1i−x เปนมุม 1−iα จากนั้น
เล่ือนเฟรมที่ไดตามแกน เปนระยะทาง  ถึงตรงจุดนี้แกน 1i−x 1−ia 1i−z จะอยูทับกับแกน แตเวกเตอรแกน iz 1i−x กับ 
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ix จะยังไมขนานกัน รวมทั้ง และ ก็ยังหางกันเปนระยะ   นั่นก็คือเราจะตองหมุน ตอ  รอบแกน
เปนมุม

1iO − iO id 1−iF

1i−z θ และเลื่อน ไปตามแกน 1−iF 1i−z เปนระยะ  โดยสรุปเราเขียนเปนสูตรไดคือ id
 
 

 
รูปที่  1.6 การกําหนดเวกเตอรแกนและจุดกําเนิดใหกับเฟรมทั้งสอง 

 
1

1 1
1,

1 1

1 0 0 cos sin 0 0
0 cos sin 0 sin cos 0 0
0 sin cos 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 1

i i i

i i i i
i i

i i

a

d

θ θ
α α θ θ
α α

−

− −
−

− −

−⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢−⎢ ⎥ ⎢=
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎣ ⎦ ⎣

T
i

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1

1

−

−

i

 

 

1

1 1 1

1 1 1

cos sin 0
sin cos cos cos sin sin
sin sin cos sin cos cos

0 0 0 1

i i i

i i i i i i i

i i i i i i i

a
d

d

θ θ
θ α θ α α α
θ α θ α α α

−

− − −

− − −

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
จะเห็นไดวาขั้นตอนการหา เริ่มไดจากการพิจารณาทอนแขนที่ 0 ไปจนถึงทอนแขนที่ n 
แลวพยายามกําหนดเฟรมของแตละทอนแขน โดยเริ่มจากการกําหนดแกน ของแตละทอนแขน i  (หากเปนขอตอ
แบบหมุน เรากําหนดใหแกนนี้ผานแกนหมุน)  จากนั้นกําหนดจุดกําเนิด และแกน  จากสวนของเสนตรงสั้นสุด 
ที่เชื่อมระหวาง และ  ( ) เมื่อเฟรมถูกกําหนดแลวคาของ 

nnn ,12,11,0,0 ... −= TTTT

iz

iO ix

iz 1i+z iL 1 1, , ,i i ia dα θ− −  สําหรับ  ที่
ตองการก็สามารถคํานวณไดโดยงาย 

1, 2,...,i n=
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ลองพิจารณาการคํานวณที่กลาวไปแลวกับแขนกลจริง รูปที่  1.7 แสดงแผนผังของขอตอของแขนกล PUMA 560  
แขนกลรุนนี้เปนผลิตภัณฑของบริษัท unimation ที่ไดรับความนิยมเปนอยางมาก มีระดับเสรีเปนหก สามขอตอแรก
จากฐานควบคุมการเคลื่อนที่แบบหยาบ และสามขอตอปลายเปนตัวหลักในการควบคุมทิศทางของอุปกรณที่ติดอยูที่
ปลายแขน   

(a)  (b)  
 

(c)     (d)    
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รูปที่  1.7 แผนผังขอตอของแขนกล PUMA 560 

 
 
 

i  1iα −  1ia −  id  iθ  
1 0 0 0 1θ  
2 / 2π−  0 0 2θ  
3 0 2a  3d  3θ  
4 / 2π−  3a  4d  4θ  
5 / 2π  0 0 5θ  
6 / 2π−  0 0 6θ  

 
เขียนไดวา 
 

1 1

1 1
0,1

cos sin 0 0
sin cos 0 0

0 0 1
0 0 0

θ θ
θ θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

T
0
1

0

1

  
2 2

1,2
2 2

cos sin 0 0
0 0 1

sin cos 0 0
0 0 0

θ θ

θ θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

T  

 
3 3

3 3
2,3

3

cos sin 0
sin cos 0 0

0 0 1
0 0 0

a

d

θ θ
θ θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

T

2

1

3

1

  
4 4

4
3,4

4 4

cos sin 0
0 0 1

sin cos 0 0
0 0 0

a
d

θ θ

θ θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

T  

 
5 5

4,5
5 5

cos sin 0 0
0 0 1

sin cos 0 0
0 0 0

θ θ

θ θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

T
0

1

0

1

  
6 6

5,6
6 6

cos sin 0 0
0 0 1

sin cos 0 0
0 0 0

θ θ

θ θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

T  
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ซึ่งในที่สุดเราจะได   =  0,6 0,1 1,2 2,3 3.4 4,5 5,6=T T T T T T T

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0 0 0 1

x

y

z

r r r p
r r r p
r r r p

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 โดยที่ 

[ ]
[ ]

11 1 2 3 4 5 6 4 6 2 3 5 6

1 4 5 6 4 6

cos cos( )(cos cos cos sin sin ) sin( )sin cos

       sin sin cos cos cos sin

r θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

= + − − +

+

+
 

[ ]
[ ]

21 1 2 3 4 5 6 4 6 2 3 5 6

1 4 5 6 4 6

sin cos( )(cos cos cos sin sin ) sin( )sin cos

       cos sin cos cos cos sin

r θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

= + − − +

+

−
 

31 2 3 4 5 6 4 6 2 3 5 6sin( )(cos cos cos sin sin ) cos( )sin cosr θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ= − + − − + θ  
 

[ ]
[ ]

12 1 2 3 4 5 6 4 6 2 3 5 6

1 4 6 4 5 6

cos cos( )( cos cos cos sin cos ) sin( )sin sin

       sin cos cos sin cos sin

r θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

= + − − + +

−

+
 

[ ]
[ ]

22 1 2 3 4 5 6 4 6 2 3 5 6

1 4 6 4 5 6

sin cos( )( cos cos cos sin cos ) sin( )sin sin

       cos cos cos sin cos sin

r θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

= + − − + +

−

−
 

32 2 3 4 5 6 4 6 2 3 5 6sin( )( cos cos sin sin cos ) cos( )sin sinr θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ= − + − − + +  
 

( )13 1 2 3 4 5 2 3 5 1 4 5cos cos( )cos sin sin( )cos sin sin sinr θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ= − + + + −  
( )23 1 2 3 4 5 2 3 5 1 4 5sin cos( )cos sin sin( )cos cos sin sinr θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ= − + + + −  

33 2 3 4 5 2 3sin( )cos sin cos( )cosr 5θ θ θ θ θ θ θ= + − +  
 

[ ]1 2 2 3 2 3 4 2 3 3 1cos cos cos( ) sin( ) sinxp a a d dθ θ θ θ θ θ= + + − + − θ  
[ ]1 2 2 3 2 3 4 2 3 3 1sin cos cos( ) sin( ) cosyp a a d dθ θ θ θ θ θ= + + − + + θ

3

 
3 2 3 2 2 4 2sin( ) sin cos( )zp a a dθ θ θ θ= − + − − +θ  

1.3 จลนศาสตรผกผันของแขนกล (Inverse kinematics of manipulator) 
แขนกลสวนใหญจะมาพรอมกับอุปกรณที่เรียกวาแปนสอน (teach pendant)  เราสามารถสั่งงานใหแขนกลเคลื่อน
ไปอยูในลักษณะที่ตองการ โดยการปรับพารามิเตอรของขอตอจากแปนสอนจนแขนกลอยูในลักษณะที่พอใจ แลวให
แปนสอนจดจําพารามิเตอรของขอตอเหลานี้ไว ในภายหลังหากเราตองการใหแขนกลไปอยูในลักษณะเดิมอีก เราก็
เพียงแตใชแปนสอนสั่งงานใหแขนกลเคลื่อนที่ไปยังจุดที่ไดจําไวแลว แตจะเห็นไดวาการสั่งงานในลักษณะนี้เราตอง
ทํางานในปริภูมิของพารามิเตอรของขอตอ ซึ่งไมสะดวกโดยเฉพาะอยางยิ่งในกรณีที่ตองการระบุพิกัดคารทีเซียนและ
ทิศทางของปลายแขน ในหัวขอนี้เราจะศึกษาการคํานวณที่ตรงขามกับจลนศาสตรทางตรงของแขนกล นั่นก็คือเมื่อ
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2

กําหนดพิกัดคารทีเซียนและทิศทางในเฟรมที่หยุดนิ่งของปลายแขนให เราตองการคํานวณพารามิเตอรของขอตอที่ทํา
ใหปลายแขนเรียงตัวในลักษณะที่กําหนด เราเรียกการคํานวณในลักษณะนี้วาการคํานวณจลนศาสตรผกผันของแขน
กล 
การคํานวณจลนศาสตรผกผันของแขนกลตองคํานึงถึงสองเรื่องหลัก เรื่องแรกคือวาพารามิเตอรของขอตอที่ตองการ
อาจไมมี เรื่องที่สองคือพารามิเตอรคําตอบที่เปนไปไดอาจมีหลายชุด  รูปที่  1.8(a) แสดงแขนกลที่มีขอตอแบบหมุน
สองขอตอโดยทอนแขนทั้งสองที่แสดงในรูปมีความยาวเปน  และ จะเห็นไดวาไมมีพารามิเตอรของขอตอที่ทํา
ใหปลายแขนอยูหางจุดหมุนที่ฐานเกิน 

1L 2L

1L L+ ไปได  และหากกําหนดใหจุดปลายแขนอยูหางจากจุดหมุนที่ฐาน
นอยกวา  หากแตละขอตอสามารถหมุนไดครบรอบก็จะไดวามีพารามิเตอรคําตอบอยางมากสองชุด ในรูปที่ 
 1.8(b) แสดงสองชุดของพารามิเตอรขอตอที่เปนคําตอบสําหรับตําแหนงและทิศทางของปลายแขนที่กําหนดให การมี
พารามิเตอรคําตอบมากกวาหนึ่งชุด ถึงแมจะทําใหขั้นตอนการหาคําตอบอาจยุงยากกวาการมีคําตอบเดียว แต
คุณสมบัตินี้ทําใหเราสามารถเลือกชุดพารามิเตอรขอตอที่เหมาะสมกับงานเปาหมาย เชนเราอาจเลือกใชชุด
พารามิเตอรที่ออมหลบส่ิงกีดขวาง แขนกลที่ใชงานจริงเชน PUMA 560 ก็ไดถูกออกแบบใหมีหลายชุดคําตอบ เชน
ตามแสดงในรูปที่  1.8(c) แขนกลมีส่ีชุดคําตอบที่ใหตําแหนงและทิศทางเดียวกันของปลายแขน  

1L L+ 2

(a)  (b)  

(c)  

รูปที่  1.8 (a) แขนกลสองขอตอ (b) แขนกลสามขอตอ (c) PUMA 560 ที่ปลายแขนตําแหนงและทิศทางเดียวกัน 
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ขอยกตัวอยางการคํานวณจลนศาสตรผกผันเพื่อใหเกิดความเขาใจในขั้นตอนการหาพารามิเตอรคําตอบ พิจารณา
แขนกลที่มีสามขอตอในรูปที่  1.1  พรอมพารามิเตอร D-H ที่เกี่ยวของใน 
 

 
รูปที่  1.9 แขนกลที่มีสามขอตอพรอมเฟรมที่กําหนดใหแตละทอนแขน 

ตารางที่  1.1 พารามิเตอร D-H ของแขนกลในรูปที่  1.9 

i  1iα −  1ia −  id  iθ  
1 0 0 0 1θ  
2 0 1l  0 2θ  
3 0 2l  0 3θ  

 
ดวยเฟรมที่กําหนดกับแตละทอนแขนดังแสดงในรูปที่  1.9 และพารามิเตอร D-H ที่เกี่ยวของในตารางที่  1.1 เรา
สามารถเขียนเมทริกซการแปลงจากพิกัดในเฟรม 3 ไปยังพิกัดในเฟรม 0 ไดคือ 
 

1 2 3 1 2 3 1 1 2 1 2

1 2 3 1 2 3 1 1 2 1 2
0,3

cos( ) sin( ) 0 cos cos( )
sin( ) cos( ) 0 sin sin( )

0 0 1 0
0 0 0 1

l l
l l

θ θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ θ θ θ

+ + − + + + +⎡ ⎤
⎢ ⎥+ + + + + +⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

T  (  1.1 ) 

แตสําหรับการคํานวณจลนศาสตรผกผัน เราจะรับขอมูลตําแหนงและทิศทางของเฟรม 3 ซึ่งก็คือเมทริกซการแปลง 
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0
1

0,3

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1
0 0 0

x
y

φ φ
φ φ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

T    (  1.2 ) 

เปาหมายของเราก็คือตองหา 1 2 3, ,θ θ θ ที่ทําใหเมทริกซการแปลงทั้งสองใน (  1.1 ) และ (  1.2 ) ที่กลาวมาเทากัน ซึ่ง
นั่นก็คือทําให 

 1 2 3cos cos( )φ θ θ θ= + +         (  1.3 )  

 1 2 3sin sin( )φ θ θ θ= + +         (  1.4 ) 

1 1 2 1 2cos cos( )x l lθ θ θ= + +        (  1.5 ) 

1 1 2 1 2sin sin( )y l lθ θ θ= + +        (  1.6 ) 

เรายกกําลังสอง  (  1.5 )  และ (  1.6 )  แลวนํามาบวกกันและใชคุณสมบัติ
1 2 1 2 1cos( ) cos cos sin sin 2θ θ θ θ θ+ = − θ 2 กับ  1 2 1 2 1sin( ) sin cos cos sinθ θ θ θ θ θ+ = +  จะได 

      2 2 2 2
1 2 1 22 cosx y l l l l 2θ+ = + +   

ซึ่งก็คือ 
2 2 2 2

1 2
2

1 2

cos
2

x y l l
l l

θ + − −
=        (  1.7 ) 

แนนอนวาจะหาคา 2θ ไดก็ตอเมื่อคาของพจนทางขวาของ (  1.7 ) มีคาระหวาง -1 และ 1 ซึ่งถาคาดังกลาวอยูนอก
ชวงนี้ก็แสดงวาแขนกลนี้ไมสามารถไปยังตําแหนงและทิศทางที่กําหนดได เราหาคา 2θ ไดจากการหาคา  

2
2sin 1 cosθ θ= ± −         (  1.8 ) 

 และใชคา 2sinθ ที่ไดในสูตร 

2 2atan2(sin ,cos )2θ θ θ=        (  1.9 ) 

เครื่องหมายบวกและลบที่เลือกไดใน (  1.8 ) แสดงถึงการมีพารามิเตอรคําตอบมากกวาหนึ่ง ซึ่งเมื่อเราไดคา 2θ เราก็
สามารถหาคา 1θ ไดจากการแทนคา 2θ ที่ไดลงใน (  1.5 ) และ (  1.6 ) แลวจัดรูปดวยคุณสมบัติทางตรีโกณมิติ ผลที่
ไดคือ 

1 1 2cos sinx k k 1θ θ= −         (  1.10 ) 

1 1 2sin cosy k k 1θ θ= +         (  1.11 ) 
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2โดยที่คาคงตัว  หาไดจาก 1 2,k k 1 1 2 cosk l l θ= +  และ 2 2 sink l 2θ=  แตวาเพื่อความสะดวกในการแกสมการ  
(  1.10 ) และ (  1.11 ) เราเปลี่ยนวิธีเขียน  โดยกําหนดให 1 2,k k 2

1r k k 2
2= + +  และ 

2 1atan2( / , / )k r k rγ =  ซึ่งนั่นก็คือ 

1

2

cos
sin

k r
k r

γ
γ

=
=

             (  1.12 ) 

เราจึงเขียน (  1.10 ) และ (  1.11 ) ใหมไดเปน 
1 1/ cos cos sin sin cos(x r 1)γ θ γ θ γ= − = θ+

1)
 

1 1/ cos sin sin cos sin(y r γ θ γ θ γ= + = θ+  
เราจึงไดวา 1 atan2( / , / )y r x rγ θ+ =  ซึ่งนั่นก็คือ 1 2atan2( / , / ) atan2( / , / )y r x r k r k r1θ = −  และ
เมื่อเรารูคา 1θ และ 2θ แลว เราจึงหาคาของ 3θ ไดจากสมการ  (  1.3 ) และ (  1.4 ) 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 


	แขนกล
	ข้อต่อ
	จลนศาสตร์ทางตรงของแขนกล(Forward Kinematics of Manipulator)
	จลนศาสตร์ผกผันของแขนกล (Inverse kinematics of manipulator)


