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1 จุดและเวกเตอร 
“ถาไมมีตัวตนก็ไมใชหุนยนต” การมีรูปรางตัวตนจับตองไดเปนคุณสมบัติอยางหนึ่งของหุนยนต และส่ิงตางๆ 
มากมายที่แวดลอมเราอยู มนุษยเรามีความสามารถในการรับรูในเรื่องความเปนตัวตน  เราสามารถแยกแยะไดถึง
ความแตกตางของการอยูตรงนี้ ตรงนั้น มีคนอื่นอยูขางๆ มีของขวางอยูขางหนา มีหลุม มีบอตามทางเดินที่ตองหลบ 
ฯลฯ ความรูตัวในเรื่องแบบนี้ดูเหมือนจะติดตัวเรามาตั้งแตเกิด เรามีภาษาที่ใชในการบรรยายในเรื่องเหลานี้มากมาย 
แตในบทนี้จะขอกลาวถึงเฉพาะภาษาคณิตศาสตรที่เราจะใชในการระบุอยางชัดเจนวาอะไรอยูตรงไหน โดยเนื้อหาจะ
ครอบคลุมสองเร่ืองหลักคือ จุดและเวกเตอร เชื่อวาทุกคนไดเคยเรียนเรื่องทั้งสองมาบางแลวจากเรขาคณิตพื้นฐานใน
ระดับมัธยมศึกษา แตที่ตองนํามาบรรยายอีกในที่นี้ก็เพราะเกรงวาบางคนอาจเขาใจในเรื่องพื้นฐานนี้อยางไม
ครบถวน และสองเรื่องนี้ก็เปนหัวใจหลักในการทําความเขาใจเนื้อหาในบทตอไป จึงเห็นวาเปนเรื่องจําเปนที่ตอง
อธิบายใหชัดเจน  

1.1 เรขาคณิต 
รากศัพทของคําวา “geometry” ประกอบมาจากคําวา geo ที่หมายถึงโลก และคําวา metric ที่หมายถึงการวัด 
รวมกันแลวบอกใหเรารูวาวิชาเรขาคณิตเริ่มตนมาจากความพยายามในการวัดทางภูมิศาสตร เชนการวัดที่ดินรูป
ส่ีเหลี่ยมผืนผาวามีความกวางและความยาวเทาไร การวัดพื้นที่ของวงกลม การวัดระยะทางจากที่หนึ่งไปยังอีกที่หนึ่ง
เปนตน  เร่ืองของรูปราง ความยาว และระยะทางในแบบที่เราคุนเคยเปนเรื่องที่นักคณิตศาสตรสนใจมานานแลว จะ
ถือวาเปนแขนงของคณิตศาสตรที่เกาแกที่สุดตามที่มีบันทึกไวก็วาได   เรขาคณิตในยุคแรก เร่ิมตนจากการทดลอง
และการสรางสูตรสําเร็จเพื่อไปใชในชีวิตประจําวัน มีถูกบางผิดบาง เชนชาวบาบิโลเนียนเมื่อประมาณ 6000 ป
มาแลว ก็มีสูตรคํานวณพื้นที่ส่ีเหลี่ยมจากการคูณความยาวกับความกวาง (ถูกตองเฉพาะในกรณีส่ีเหลี่ยมผืนผา) 
เพื่อไปใชในการเก็บภาษี นอกจากนี้พวกเขาก็มีสูตรสําหรับคํานวณพื้นที่สามเหลี่ยมมุมฉาก  และมีการบันทึกถึง
ความสัมพันธของมุม วงกลม และสามเหลี่ยม อีกตัวอยางที่ปฏิเสธไมไดถึงความกาวหนาทางเรขาคณิตเมื่อ 5000 ป
มาแลวคือ มหาปรามิดที่เมืองกีซา ประเทศอียิปต  ถึงแมจะไมมีบันทึกไววากระบวนการกอสรางเปนอยางไร หินทราย
ที่แตละกอนหนักประมาณสองตันครึ่งที่เรียงตัวกันอยางพอเหมาะพอเจาะ การนําหินแกรนิตที่แตละกอนหนักราวหา
สิบตันไปเรียงไวบนยอดที่สูงจากฐานประมาณ 70 เมตร เหลานี้เปนหลักฐานชัดเจนถึงความรูที่ลึกซึ้งทางเรขาคณิต
ของอียิปตโบราณ  
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รูปที่  1.1 ปรามิดในอียิปต 

 
เรขาคณิตเบี่ยงเบนจากการทดลองและการประยุกขเปนหลัก มาเปนการหากฎเกณฑที่สามารถอธิบายธรรมชาติของ
รูปรางและระยะทางในสมัยกรีกโบราณ   คนสําคัญที่สุดคนหนึ่งทางเรขาคณิตในยุคนี้ไดแก ยุคลิดแหงอะเล็กซานเด
รีย (Euclid of Alexandria) ที่มีชีวิตอยูในชวงประมาณ 450-380 ปกอนคริศตกาล ผลงานที่เปนที่รูจักมากที่สุดของ
เขาคือชุดหนังสือเอลิเมนท (Elements) ซึ่งมีสิบสามเลม โดยมีเนื้อหาอธิบายความสัมพันธทางเรขาคณิตในธรรมชาติ
ที่เราคุนเคย ชุดหนังสือนี้มีความโดดเดนในการเรียบเรียงความรูทางคณิตศาสตรอยางมีระบบ มีการจัดเรียงนิยาม 
ประพจน และทฤษฎีบทที่เปนตนแบบของงานทางคณิตศาสตรในสมัยตอมา และดวยความครบถวนของกฎเกณฑที่
อธิบายธรรมชาติของระยะทางและมุม เราจึงเรียกเรขาคณิตในธรรมชาติที่เราคุนเคยวาเรขาคณิตแบบยุคลิด1 และ
เรียกเซตของจุดที่มีคุณสมบัติตามเรขาคณิตแบบยุคลิดวาปริภูมิแบบยุคลิด โดยจะเรียกวาระนาบแบบยุคลิดในกรณี
ของปริภูมิสองมิติ เรขาคณิตแบบยุคลิดในชุดหนังสือเอลิเมนทอาจฟงดูแปลกหู แตจริงๆแลวเปนเรื่องที่หลายคนตอง
คุนเคย เพราะเนื้อหาบางสวนอยูในคณิตศาสตรระดับมัธยมศึกษาตอนตน ที่เนนการสรางรูปทางเรขาคณิตดวยไม
บรรทัดและวงเวียนแบบไมตองพะวงถึงเรื่องระบบพิกัด (เพราะวาระบบพิกัดเกิดหลังสมัยของยุคลิดสองพันกวาป) 
เรื่องสําคัญๆ ไดแกเรื่องสามเหล่ียมคลาย เรื่องเกี่ยวกับมุมของสามเหลี่ยม และเรื่องเกี่ยวกับมุมในวงกลม ประวัติ
ความเปนมาของเรขาคณิตเปนเรื่องที่นาสนใจมาก เพราะเปนจุดกําเนิดของคณิตศาสตรแขนงอื่นๆ  มีอะไรเกิดขึ้น
บางในเวลาสองพันกวาปกวาที่จะเปนเนื้อหาในตําราเลขใหเราไดเรียน หนังสือที่เลาเรื่องเหลานี้ไดดีไดแก  
 

                                                           
1 เรขาคณิตที่เราคุนเคย จริงๆ แลวไมไดเปนกฎที่อธิบายธรรมชาติที่แทจริง เปนเพียงการประมาณดวยประสาทรับรูของมนุษย จากทฤษฎสัีมพันธภาพและการคนพบ
ทางฟสิกส เวลาและระยะทางไมไดเปนอิสระตอกัน และไมสามารถอธิบายไดดวยเรขาคณิตแบบยุคลิด 
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1.2 จุด  
เราใชคําวาจุดในการบอกตําแหนง เชนจุดกึ่งกลางหนากระดาษ จุดมุมซายบน จุดศูนยกลางของวงกลม  จุดสีแดง
ตรงนั้น จุดสีขาวตรงนี้  ในทางเรขาคณิต จุดเปนองคประกอบพื้นฐานที่สุดที่ถือวาทุกคนรูจักโดยไมตองอธิบายวามัน
คืออะไร2   จุดไมมีขนาด มีเพียงแตตําแหนงที่บอกวามันอยูที่ไหน เมื่อกลาวถึงการระบุตําแหนงของจุด หลายคนคง
ตองนึกถึงระบบพิกัด ในปริภูมิหนึ่งมิติ เชนเซตของจุดบนเสนตรงเสนหนึ่ง พิกัดของแตละจุดก็คือจํานวนจริงที่บอก
ตําแหนงของจุดนั้นบนเสนตรงโดยอางอิงกับจุดพิเศษจุดหนึ่งบนเสนตรงนั้นที่เราเลือกขึ้นมาใหมีพิกัด 0 และเรียกวา
จุดกําเนิด  เมื่อเราเอาจุดกาํเนิดนี้ออกไป เสนตรงจะถูกแบงออกเปนสองสวน โดยที่พิกัดของทุกจุดที่อยูบนสวนหนึ่ง
จะมีคาเปนบวก ในขณะที่พิกัดของทุกจุดบนอีกสวนจะมีคาเปนลบ3  และคาสัมบูรณของพิกัดของแตละจุดจะมีคา
เทากับระยะหางระหวางจุดนั้นกับจุดกําเนิด  หลักการนี้ใชในระบบพิกัดของปริภูมิที่มีมิติสูงกวาหนึ่งโดยใชอันดับของ
จํานวนจริงในการบอกพิกัด(แทนที่จะใชจํานวนจริงเพียงตัวเดียวอยางในปริภูมิหนึ่งมิติ) ตัวอยางที่ทุกคนคุนเคยคือ
ระบบพิกัดตั้งฉากหรือพิกัดแบบคารทีเซียนของระนาบแบบยุคลิด ระบบพิกัดแบบนี้ประกอบไปดวยจดุหนึ่งในระนาบ
ที่ถูกเลือกขึ้นมาเปนจุดกําเนิดซึ่งมีพิกัด (0,0) และเสนตรงสองเสนที่ตั้งฉากกันและลากผานจุดกําเนิดนี้ โดยเราเรียก
เสนตรงทั้งสองวาแกน ชื่อที่นิยมใชก็คือแกน x และแกน y โดยมีการกําหนดตําแหนงบนแกนเหมือนกับพิกัดของ
เสนตรงที่ไดกลาวไปแลว พิกัดของจุดใดๆ บนระนาบก็คือคูอันดับของจํานวนจริงที่ประกอบไปดวยพิกัดของจุดนั้นบน
แกนทั้งสอง การหาพิกัดบนแกนสามารถทําไดโดยหาตําแหนงบนแกนของจุดตัดระหวางแกนนั้นกับเสนตรงที่ผานจุด
ที่ตองการหาพิกัดและขนานกับอีกแกนหนึ่ง ยกตัวอยางระบบพิกัดในรูปที่  1.2 ซึ่งประกอบไปดวยจุดกําเนิด O กับ
แกน x และแกน y  พิกัดของจุด P ที่อยูในระนาบนี้คือคูอันดับ ( , โดย )x yp p xp คือตําแหนงที่เสนตรงขนานแกน y 
และผานจุด P ตัดกับแกน x และในลักษณะเดียวกัน ก็คือตําแหนงที่เสนตรงขนานแกน x และผานจุด P ตัดกับ
แกน y  แตกอนจะจบเรื่องนี้ ตองจําไววาการมีตัวตนและตําแหนงของจุดนั้นไมไดขึ้นกับระบบพิกัด จุดๆ หนึ่งก็ยังอยูที่
เดิมถึงแมเราจะเปลี่ยนไปใชระบบพิกัดที่แตกตางกันไป  ระบบพิกัดมีไวเพื่ออํานวยความสะดวกในการอางถึงจุด
ตางๆ 

yp

 

                                                           
2 เวลาก็เปนอีกอยางที่โดยทั่วไปถือวาทุกคนรูจักดีและไมตองมีนิยาม จริงๆ เรายังไมสามารถใหคํานิยามกับจุดและเวลาดวยองคประกอบอื่นที่พืน้ฐานกวา และทกุ
อยางที่เรารูจักก็ถูกอธิบายโดยใชพื้นฐานของสองสิ่งนี ้
3 จะใชคําวาจุดที่อยูทางขวาหรือทางซายของจดุกําเนดิคงไมเหมาะ เนื่องจากในปริภูมิหนึง่มิติ คําวาขวาและซายไมมีความหมายอะไร 
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รูปที่  1.2 (a) พิกัดบนเสนตรงและ (b)ตัวอยางระบบพิกัดคารทีเซียนบนระนาบ 

1.3 เวกเตอร 
ถาคําวาเวกเตอรไมคุนหู อาจตองยอนไปอานในคํานําและทบทวนวามีพื้นฐานใดที่ยังขาดอยูหรือไม ตามที่หลายคน
ตองรูอยูแลว ปริมาณทางฟสิกสมีสองประเภทหลัก คือปริมาณสเกลารและปริมาณเวกเตอร ปริมาณสเกลารเปน
ปริมาณที่มีแตขนาดอยางเดียว เชน เวลา อุณหภูมิ มวล เปนตน ปริมาณทางสเกลารนี้เราบอกเพียงขนาดเปนตัวเลข
ตัวเดียว (กับหนวยที่ใช) ก็ไดใจความครบถวนเชน เวลา 3 วินาที กระแสไฟฟา 1 แอมแปร เปนตน สวนปริมาณ
เวกเตอรเปนปริมาณที่ตองมีทั้งขนาดและทิศทางจึงบอกความหมายไดสมบูรณ เวกเตอรตางจากจุดตรงที่มันไมมี
ตําแหนง  ตัวอยางที่นิยมอธิบายเชนเวกเตอรความเร็ว รถยนตคันหนึ่งที่วิ่งไปทางทิศเหนือ 60 ก.ม./ช.ม.  สังเกตวาไม
วารถคันนี้วิ่งที่กรุงเทพหรือวิ่งที่เชียงใหม ความเร็วของมันก็แทนไดดวยเวกเตอรเดียวกันตราบที่มันวิ่งไปทางทิศเหนือ
ดวยอัตราเร็ว 60 ก.ม./ช.ม. เทากัน นี่ก็เปนเพราะเวกเตอรไมไดเก็บขอมูลของตําแหนง ส่ิงที่เวกเตอรหมายถึงนั้นคือ
ขอมูลของการเปลี่ยนตําแหนงตางหาก ในทางเรขาคณิตเราใชเวกเตอรเพื่อบอกการขจัด (displacement) หรือการ
เปล่ียนตําแหนง เชนในรูปที่  1.3 เรากลาวไดวาจากจุด P ไปจุด Q จะตองมีการขจัดไปทางขวา 3 หนวยและการขจัด
ขึ้นบน 2 หนวย วิธีเขียนบรรยายเวกเตอรที่นิยมวิธีหนึ่งคือการใชสวนของเสนตรงที่มีลูกศรปดอยูดานหนึ่ง โดยขนาด
ของสวนของเสนตรงจะแทนขนาดของเวกเตอรและแนวการเรียงตัวกับทิศทางของหัวลูกศรจะแทนทิศทางของ
เวกเตอร เวลาที่เขียนแทนเวกเตอรแบบนี้ตองจําไววาจุดเริ่มตนของสวนของเสนตรงไมไดมีความหมายอะไรเพราะ
เวกเตอรไมมีตําแหนง ไมวาจะเขียนที่ไหนถาสองเวกเตอรมีขนาดและทิศทางเดียวกัน มันก็เปนเวกเตอรเดียวกัน
แนนอน 
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รูปที่  1.3 แทนการขจัดดวยเวกเตอร 

จะเห็นไดวาเราสามารถใชเสนที่มีหัวลูกศรในการเขียนแทนเวกเตอร และเมื่อเราใชระบบพิกัดฉากเขาชวยโดยเขียน
เสนที่มีหัวลูกศรลงบนระนาบที่มีพิกัดฉากนี้ เราก็สามารถเขียนแทนเวกเตอรไดดวยอันดับของตัวเลข เชนเวกเตอร  
ในรูปที่  1.3 สามารถเขียนไดเปน (3,2) ซึ่งหมายความวาเวกเตอรนี้แทนการขจัดไปทางขวาตามแนวแกน x เปนระยะ 
3 หนวยและขึ้นบนตามแนวแกน y เปนระยะ 2 หนวย  โดยจํานวนตัวเลขในอันดับจะเทากับมิติของปริภูมิที่พิจารณา
และแตละตัวเลขจะบอกระยะขจัดในแนวแกนที่สอดคลองกัน ดวยการใชระบบพิกัดเพื่อเขียนเวกเตอรดวยอันดับของ
ตัวเลขแบบนี้ จะสังเกตเห็นไดวาเวกเตอรที่แสดงการขจัดจากจุดหนึ่งไปยังอีกจุดสามารถเขียนไดในรูปของการลบ
พิกัดของจุดทั้งสองโดยนําพิกัดของจุดปลายไปลบออกจากพิกัดของจดุเริ่มตน เชน เวกเตอร ในรูปที่  1.3 สามารถ
หาไดจาก S-R = (4,5)-(1,3) = (4-1,5-3) = (3,2)  เราสามารถหาเวกเตอร ไดดวยวิธีเดียวกันโดยจะไดผลลัพธคือ 
Q-P = (3,2) ซึ่งย้ําใหเห็นวา และ w เปนเวกเตอรเดียวกัน ตรงตามคุณสมบัติของเวกเตอรที่กลาวถึงไปแลว 

w

w

v

v

 
ถึงแมวาเราสามารถเขียนทั้งจุดและเวกเตอร ดวยอันดับของตัวเลขจากการใชระบบพิกัดฉากเขาชวย แตตองระลึกไว
เสมอวาจุดกับเวกเตอรเปนสองส่ิงที่แตกตางกันโดยสิ้นเชิง การดําเนินการตางๆ กับจุดและเวกเตอรที่ทําไดตองอยู
ภายใตกติกาหลักดังตอไปนี้  

1. เวกเตอรบวกหรือลบกับเวกเตอรไดเปนเวกเตอร ผลลัพธสามารถหาไดจากการเขียนเวกเตอรเปนลูกศรตอ
กัน หรือไดจากการบวกลบแตละองคประกอบของอันดับของตัวเลขที่แทนเวกเตอรทั้งสองเชน กําหนดให 
เวกเตอร t =(1,2) และ เวกเตอร u =(3,4) เราจะได  เปนเวกเตอร (1+3,2+4) = (4,6) และได t+u −t u

เปนเวกเตอร (1-3,2-4)=(-2,-2) 
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2. เวกเตอรคูณกับตัวเลขแลวไดเปนเวกเตอรใหมที่มีทิศทางเดิมแตมีขนาดเทากับขนาดเดิมคูณดวยตัวเลขตัว
นั้น เชน กําหนดใหเวกเตอร =(9,5) เราจะไดวา 3 เปนเวกเตอร (3*9, 3*5)=(27,15) v v

3. จุดลบกับจุดไดเปนเวกเตอรเชนที่ไดกลาวถึงไปแลว 
4. จุดบวกหรือลบกับเวกเตอรไดเปนจุด เชน กําหนดให เวกเตอร =(5,9) และจุด P=(2,3) เราจะได P+

เปนจุดที่มีพิกัด (5+2,9+3)=(7,12)  จริงๆ แลวกฎขอนี้เปนการนํากฎขอที่ 3 มากลับโดยยายจุดที่เปนตัวลบ
มาอยูอีกดานของสมการ 

w w

5. ใหเวกเตอร และ 1 2( , ,..., )nv v v=v 1 2( , ,..., )nw w w=w เปนสองเวกเตอรในปริภูมิของจํานวนจริง 
มิติ ผลบวกภายใน (inner product หรือ dot product) ของทั้งสองเวกเตอรก็คือเวกเตอรที่เขียนแทนดวย

สัญลักษณ  และหาไดจากสูตร 

n

⋅v w
1

n

i i
i

v w
=

⋅ = ∑v w  

6. ขนาดของเวกเตอร ใดๆ เขียนแทนไดดวย  หาไดจาก v | |v | |= ⋅v v v  และมุมระหวางเวกเตอร กับ 

หาไดจากสูตร 

v

w 1cos
| || |

− ⎛ ⎞⋅
⎜ ⎟
⎝ ⎠

v w
v w

 

 
รูปที่  1.4 การบวกลบเวกเตอรและการบวกจุดดวยเวกเตอร 

 
อาจมีบางคนสงสัยวาแลวจุดบวกกับจุดไดอะไร ตองขอบอกวาจุดบวกกับจุดไมมีความหมาย เพื่อใหกระจางวาที่
กลาวถึงนี้หมายความวาอยางไร ลองดูตัวอยางตอไปนี้กอน 
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รูปที่  1.5 การบวกจุดไมมีความหมาย 

 
ในรูปที่  1.5 เรากําหนดใหมีสองระบบพิกัดฉากบนระนาบที่พิจารณา โดยระบบแรกมี เปนจุดกําเนิดกับแกนฉาก 1O

1x และ  สวนระบบที่สองมี เปนจุดกําเนิดกับแกนฉาก 1y 2O 2x และ จะเห็นไดวาพิกัดของจุด และจุด Q บน
ระบบพิกัดแรกคือ (4,2) และ (3,3) ตามลําดับ ซึ่งถาสมมุติวาจุดบวกกันได เราก็จะไดผลบวกคือ (7,5) นั่นก็คือจุด 

2y P

1R ในรูปที่  1.5 แตคราวนี้ลองพิจารณาการบวกแบบเดียวกันในกรณีที่เขียนจุดดวยระบบพิกัดที่สอง เราไดพิกัดของ
จุด และจุด Q บนระบบพิกัดนี้คือ (2,1) และ (1,2)  และผลบวกก็คือ (3,3) ซึ่งก็คือจุด P 2R ในรูปที่  1.5 …. แตวา
จุด 1R เปนคนละจุดกับจุด 2R  แลวจุดไหนเปนผลบวกที่ถูกตองกันแนละ คําตอบก็คือไมมี เพราะการบวกจุดแบบนี้
ไมมีความหมายทางเรขาคณิต จุดจะอยูตรงไหนนั้นไมไดขึ้นกับระบบพิกัด หรือจะกลาวไดวาระบบพิกัดไมใช
คุณสมบัติของจุด จุดหนึ่งๆ ก็ยังอยูที่เดิมแมเราจะใชระบบพิกัดตางกันในการบอกวามันอยูตรงไหน ดังนั้นถาจุดจะ
บวกกันได ก็ตองไดผลลัพธเปนจุดเดียวกันเสมอไมวาจะทําการบวกบนพิกัดใดก็ตาม 
 
แตก็มีการดําเนินการแบบหนึ่งกับจุด ที่คลายกับการบวก แตวาผลลัพธไมขึ้นกับระบบพิกัดที่ใช การดําเนินการที่
กลาวถึงนี้คือการรวมสัมพรรค (affine combination) โดยผลรวมสัมพรรคของสองจุด และ Q คือจุดที่มีพิกัด 

 โดย เปนจํานวนจริงใดๆ  ตัวอยางในรูปที่  1.6 แสดงการบวกสัมพรรคของจุด และ  เมื่อ t มี
คาเปน -1, 0.5, 1.5 และ 2 บนระบบพิกัดฉากสองแบบ จะเห็นไดวาผลลัพธที่ไดสําหรับแตละคา t นั้นเปนจุดเดิม ไม
วาจะใชระบบพิกัดใด สังเกตวาจุดผลลัพธจะอยูบนเสนตรงที่ลากผาน และ Q เสมอ และหาก จุด

P

(1 )tP t Q+ − t P Q

P 0 1t≤ ≤
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ผลลัพธจะอยูบนสวนของเสนตรงที่เชื่อม และ  ซึ่งในกรณีหลังนี้ผลรวมที่ไดมีชื่อพิเศษวาผลรวมเชิงคอนเวกซ 
(convex combination)  

P Q

 

 
รูปที่  1.6 ตัวอยางการรวมสัมพรรค 

จริงๆ แลวการที่ผลรวมสัมพรรคไมไดขึ้นกับระบบพิกัดนั้น สามารถอธิบายไดงายๆ ดวยการพิจารณาสูตรผลรวมโดย
ให (1 )R tP t Q= + −  เมื่อกระจายพจนที่สองทางดานขวา เราจะได R tP Q tQ= + −  นั่นก็คือ 

( )R t P Q Q= − +  โดยตามกฎขอสามที่กลาวไปแลว P Q− ไดเปนเวกเตอร โดยเวกเตอรนี้จะมีทิศทางจาก Q
ไป  และมีขนาดเทากับระยะหางระหวาง กับ เสมอ เมื่อนําไปคูณกับสเกลาร t ก็ยังเปนเวกเตอร และเมื่อ
บวกกับจุด Q ก็จึงไดเปนจุดผลลัพธ 

P P Q

R ตามกฎขอส่ี  จะเห็นไดวาเมื่อรูจุด และ  เราก็สามารถเขียนจุดผลลัพธ P Q
R ลงบนระนาบไดโดยไมตองรูระบบพิกัดที่ใช นั่นก็คือผลลัพธของการบวกสัมพรรคไมไดขึ้นกับระบบพิกัด  การ
รวมสัมพรรคนี้ยังสามารถใชกับจุดมากกวาสองจุด ยกตัวอยางเชนผลรวมสัมพรรคของสามจุด  

 โดย , และ เปนจุดบนระนาบและ กับ เปนจํานวนจริง ดวยการกระจาย
พจนสุดทายของผลรวม เราจะเขียนผลรวมไดเปน  

1 1 2 2P+ + 1 2 3(1 )t P t t t P− −

1 1 3 2 2 3 3( ) ( )P t P P P

1P 2P 3P 1t 2t

1 1 2 2 1 3 2 3 3t P t P t P t P P+ − − + =  t P − + − +  
ซึ่งก็อยูในรูปเวกเตอรบวกกับจุดที่ไดผลลัพธเปนจุด จากตัวอยางนี้ ถาสามจุด , และ ไมไดอยูบนเสนตรง
เดียวกัน  เราสามารถที่จะเขียนจุดใดๆ ก็ไดบนระนาบในรูปของผลรวมสัมพรรคของพวกมันดวยการเปลี่ยนคาของ  
และ  เนื่องจากวาทุกจุดบนระนาบสามารถถูกเขียนไดดวยวิธีนี้ เราจึงสามารถใชคาของ  และ เปนคาพิกัด 

โดยพิกัดแบบนี้มีชื่อวา พิกัดแบบแบรีเซนทริก (barycentric coordinates)  

1P 2P 3P

1t 2t 1t 2t
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1.4 ระบบพิกัดเอกพันธ (Homogeneous Coordinate System) 
ที่ผานมา เราเขียนทั้งจุดและเวกเตอรดวยการใชอันดับของตัวเลขระบุคาของแตละพิกัดบนแกนในระบบพิกัดฉาก แต
วาการเขียนแบบนี้ เราตองบอกดวยวาตัวที่เขียนอยูนั้นเปนเวกเตอรหรือเปนจุด ทําใหบางครั้งอาจไมสะดวกที่จะ
นําไปใชในการคํานวณที่ตองยุงเกี่ยวกับทั้งจุดและเวกเตอรในเวลาเดียวกัน เพราะผูใชจะตองระวังที่จะไมเขียนสูตรที่
มีการดําเนินการที่ไมถูกกติกา เชนการบวกจุดกับจุด ซึ่งหากมีความผิดพลาดเกิดขึ้นแลว ก็อาจไมงายที่จะตรวจสอบ  
 
เพื่อแกปญหานี้ เรามีวิธีการเขียนจุดและเวกเตอรอีกแบบดวยอันดับของตัวเลข ที่เราสามารถบอกจากอันดับนั้นได
เลยวา ที่เขียนนั้นเปนจุดหรือเวกเตอร วิธีที่กลาวถึงนี้คือระบบพิกัดเอกพันธ  หัวใจของระบบพิกัดเอกพันธคือการใช
เวกเตอรพิกัดรวมกับจุดกําเนิด โดยในปริภูมิ n มิติมีเวกเตอรพิกัด n ตัว เวกเตอรพิกัดแตละตัวมีขนาดหนึ่งหนวยและ
มีทิศทางเดียวกับแตละแกนบวก หลักการของระบบพิกัดแบบนี้ก็คือ เวกเตอรใดๆ สามารถเขียนไดในรูปของผลรวม
เชิงเสนของเวกเตอรพิกัด และจุดใดๆ ก็สามารถเขียนไดในรูปของจุดกําเนิดบวกกับเวกเตอรที่เหมาะสม พิกัดในระบบ
นี้ก็คือการกําหนดวาจะเอาเวกเตอรพิกัดและจุดกําเนิดมาบวกกันอยางไรเพื่อใหไดเปนจุดหรือเวกเตอรที่ตองการ  
ลองดูตัวอยางในรูปที่  1.7 เราเขียนระบบพิกัดฉากลงบนระนาบโดยมี O เปนจุดกําเนิดกับแกนฉาก และ ดังนั้น
เราไดเวกเตอรพิกัดเปนเวกเตอรขนาดหนึ่งหนวยทิศทางตามแกน 

x y
x+ และ y+ แสดงในรูปคือเวกเตอร uและ

ตามลําดับ เราสามารถเขียนจุด ไดในรูปผลบวกเชิงเสน 2 3
v

P O+ +u v และพิกัดเอกพันธของมันก็คือ  (2,3,1) 
โดยสังเกตวา 1 ตัวสุดทายบอกวา เปนจุดเพราะไดจากการเอาเวกเตอร P 2 3+u v ไปบวกกับจุด เชนเดียวกัน
พิกัดเอกพันธของจุด Q ก็คือ (-2,1,1) แตสําหรับเวกเตอร w นั้น พิกัดเอกพันธของมันคือ (2,-1,0) ที่ตองมีศูนยเปน
ตัวสุดทายก็เพื่อบอกวาตองการเฉพาะเวกเตอร  สรุปไดวาระบบพิกัดเอกพันธที่จริงก็ขยายมาจากพิกัดฉากโดยเพิ่ม
อีกหนึ่งพิกัดที่บอกวาเปนเวกเตอรหรือเปนจุด ซึ่งถาเปนจุดพิกัดนี้จะมีคาเปนหนึ่ง แตถาเปนเวกเตอรจะเปนศูนย   จะ
เห็นไดวาเมื่อเราเขียนจุดและเวกเตอรดวยพิกัดเอกพันธแลว หากมีการดําเนินการที่ไมอนุญาตเชน การบวกจุด 
กับ เราก็จะไดผลลัพธเปน (2,3,1) + (-2,1,1) = (0,4,2) ซึ่งมีพิกัดสุดทายเปน 2 อันไมมีความหมายในระบบพิกัดนี้ 
บอกใหเรารูวามีอะไรที่ไมถูกตองเกิดขึ้น  ลองหาผลรวมแบบสัมพรรคของจุดที่เขียนดวยพิกัดเอกพันธ เราจะเห็นไดวา
ไดผลลัพธที่มีพิกัดสุดทายเปนหนึ่งเสมอ แสดงใหเห็นวาไดผลลัพธเปนจุด ตรงตามที่กลาวไว 
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