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This thesis presents a quantum circuit for simulating coupled oscillators us-

ing the block encoding technique, which is a method to embed matrices and basic

operations on the quantum operator, together with the quantum singular value trans-

formation circuit. In this work, basic quantum gates are used to construct the circuit.

The accuracy is measured by comparing it with matrix calculations on a classical

computer. And the block-encoded circuits’ size are compared to the results of exist-

ing frameworks. The results of this thesis can be further developed and compared

with other coupled oscillation simulations or other block encoding technique sim-

ulations.
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กิตติกรรมประกาศ

งานวิจัยฉบับนี้สามารถสำเร็จลุลวงไดดวยดี เนื่องจากไดรับความอนุเคราะหและการ
สนับสนุนเปนอยางดีจาก ศาสตราจารย ดร. ประภาส จงสถิตยวัฒนา อาจารยที่ปรึกษา
วิทยานิพนธ ที่ไดกรุณาเสียสละเวลาใหคำปรึกษาและใหความรู ทั้งในดานการทำวิจัย การ
เรียนและการใชชีวิต รวมถึงแนะนำแนวทางการแกไขปญหาที่เกิดขึ้น และใหความชวยเหลือ
ในดานตาง ๆ ผูเขียนขอกราบขอบพระคุณเปนอยางสูงไว ณ ที่นี้

ขอขอบคุณดร.ธิปรัชต โชติบุตร ที่คอยใหคำแนะนำและใหความรูทั้งในดานเนื้อหา
ฟสิกสและดานการทำงานวิจัย และไดเปดโอกาสใหผูเขียนไดเขารวมกิจกรรมของแล็บ Chula

Intelligent and Complex Systems (CHICS) เพื่อแลกเปลี่ยนความรูความคิดเห็นกับนิสิต
และนักวิจัยของภาควิชาฟสิกส รวมถึงชวยเสนอแนะและแกไขปญหาตาง ๆ ที่เกิดขึ้น และขอ
ขอบคุณดร.กมลลักษณ สุขเสน ที่ใหการสนับสนุนและใหความชวยเหลือ รวมถึงพูดคุยแลก
เปลี่ยนความรูความคิดเห็นดานงานวิจัยมาตลอด

ขอขอบคุณพี่อั้ม อภิมุข สรแสง ที่คอยสอน แนะแนวทาง และแลกเปลี่ยนความรูทั้ง
ในเนื้อหาดานคณิตศาสตรและงานวิจัยดานควอนตัม รวมทั้งคอยสนับสนุนการทำงานวิจัย
นี้มาตลอด ทำใหผูเขียนมีความเขาใจทั้งในดานฟสิกสและคณิตศาสตรอยางถองแทมากขึ้น
ขอขอบคุณนองอู พีระณัฐ แสงละออ ที่ทำงานวิจัยนี้รวมกัน และคอยแนะนำ ชวยเหลือ
และแลกเปลี่ยนความรูจนไดไอเดียใหม ๆ ในงานวิจัยนี้ ขอขอบคุณพี่ตะ ปฐวี ปราการกมา
นันท ที่ไดชวยเหลือและใหคำแนะนำทั้งในดานคณิตศาสตรและการทำงานวิจัย ขอขอบคุณ
พี่โอมัส นภันต เบญจสัตตบุษย ที่ใหคำปรึกษาในเนื้อหาทางดานควอนตัมและแนะนำงาน
วิจัยที่เกี่ยวของ ขอขอบคุณดร.ทศพร อังสาชน ที่ใหคำแนะนำในเนื้อหาดานกลศาสตรที่ใช
ในงานวิจัยนี้ และขอขอบคุณเพื่อนนักวิจัยในแล็บ Intelligent System Lab (ISL) ที่ใหการ
สนับสนุน

และสวนสุดทายขอขอบพระคุณ บิดา มารดา ของขาพเจาที่คอยใหการสนับสนุนและ
ความชวยเหลือในทุก ๆ ดานตลอดระยะเวลาการศึกษา รวมถึงเพื่อนสนิทมิตรสหาย ที่คอยให
กำลังใจและใหแรงบันดาลใจ จนทำใหงานวิจัยและวิทยานิพนธฉบับนี้สำเร็จไดดวยดี
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F . 26

4.4 วงจร (2,1,0)-block-encoding ของ Φc
F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

4.5 ตัวอยางผลลัพธวงจรบล็อกเอ็นโคดดิงของ B กรณี N ̸= 2n . . . . . . . . . . . . 30

4.6 วงจร (2,2,0)-block-encoding ของ Φ′o
F ,Φ

′c
F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4.7 วงจร (2,4,0)-block-encoding ของ ของ B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4.8 บล็อกเอ็นโคดดิงจาก X gate และ CNOT gate . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4.9 วงจรบล็อกเอ็นโคดดิงของ H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4.10 วงจรบล็อกเอ็นโคดดิงของ H̃ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4.11 วงจรบล็อกเอ็นโคดดิงของ e−iHt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4.12 วงจรทั้งหมดสำหรับการจำลอง . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

5.1 ผลลัพธการทดลองจากการวัดความลึกวงจร : ระบบมวลเสนตรง . . . . . . . . . 36

5.2 ผลลัพธการทดลองจากการวัดความลึกวงจร : ระบบมวลวงกลม . . . . . . . . . 36

5.3 ผลลัพธการทดลองระบบมวล 3 กอน . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

5.4 คาคลาดเคลื่อนสัมบูรณของการทดลองระบบมวล 3 กอน . . . . . . . . . . . . . 38

5.5 ผลลัพธการทดลองระบบมวล 6 กอน . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3
7

7
9

3
8

1
6

0
2



C
U
 
i
T
h
e
s
i
s
 
6
3
7
2
0
3
3
0
2
1
 
t
h
e
s
i
s
 
/
 
r
e
c
v
:
 
1
6
1
2
2
5
6
7
 
0
2
:
2
4
:
3
3
 
/
 
s
e
q
:
 
5
3

ญ
หนา

5.6 คาคลาดเคลื่อนสัมบูรณของการทดลองระบบมวล 6 กอน . . . . . . . . . . . . . 40

5.7 ผลลัพธการทดลองระบบมวล 7 กอน . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

5.8 คาคลาดเคลื่อนสัมบูรณของการทดลองระบบมวล 7 กอน . . . . . . . . . . . . . 42

3
7

7
9

3
8

1
6

0
2



C
U
 
i
T
h
e
s
i
s
 
6
3
7
2
0
3
3
0
2
1
 
t
h
e
s
i
s
 
/
 
r
e
c
v
:
 
1
6
1
2
2
5
6
7
 
0
2
:
2
4
:
3
3
 
/
 
s
e
q
:
 
5
3

บทที่ 1

บทนำ

1.1 ที่มาและความสำคัญของปญหา
นับตั้งแตทศวรรษที่ 1980 เทคโนโลยีดานควอนตัมคอมพิวเตอรถูกพัฒนาอยางรุดหนา

ทั้งในเชิงทฤษฎีคณิตศาสตรและการพัฒนาฮารดแวร คูขนานไปกับการพัฒนาการประมวลผล
บนทรานซิสเตอรในคอมพิวเตอรคลาสสิก โดยมีจุดประสงคเพื่อแสวงหาการประมวลผลที่ตาง
ไปจากการประมวลผลแบบคลาสสิกและเพื่อการจำลองระบบทางฟสิกสที่มีประสิทธิภาพ อัล
กอริทึมควอนตัมที่มีชื่อเสียงหลายตัว ไดรับการพิสูจนวาสามารถแกไขปญหาไดเร็วเหนือกวา
อัลกอริทึมแบบคลาสสิก ในปจจุบัน บริษัทเทคโนโลยีหลายแหงไดบูรณาการทั้งสองระบบให
ออกมาเปนแพลตฟอรมที่รองรับการประมวลผลวงจรควอนตัม ผานระบบคลาวด เพื่อรองรับ
การทำงานวิจัยทางควอนตัมคอมพิวเตอรทั่วโลก มีควอนตัมหลากหลายประเภทที่ถูกคิดคน
และพัฒนาขึ้นมา เชน ตัวนำยวดยิ่ง (Superconductor), การกักไอออน (Trapped ions),

อะตอมเย็น (Cold atoms), โฟตอน (Photon) เปนตน

ในฝงของการจำลองควอนตัม (Quantum simulation) เปนการนำคุณสมบัติทางค
วอนตัมมาใชจำลองระบบการคำนวณทางฟสิกสที่ซับซอนหรือมีขนาดใหญมาก เชน ระบบ
ทางเคมี, วัสดุศาสตร, ระบบสสารควบแนน, ระบบสมการเชิงอนุพันธ ซึ่งรวมถึงระบบควอน
ตัมดวย เนื่องจากระบบเหลานี้ตองอาศัยเวลาและทรัพยากรทางการคำนวณที่เติบโตแบบ
เลขชี้กำลังเทียบกับขนาดของระบบทำใหไมสามารถประมวลผลบนคอมพิวเตอรคลาสสิกอ
ยางมีประสิทธิภาพได หนึ่งในระบบฟสิกสที่ซับซอนที่มีความสัมพันธในรูปของสมการเชิง
อนุพันธ คือ ระบบการสั่นคูควบ (Coupled Oscillator System) ของระบบมวลหลายกอนที่
เชื่อมตอกันดวยสปริง ซึ่งระบบนี้ถูกนำไปใชในการศึกษาระบบฟสิกสที่มีพฤติกรรมคลายกัน
เชน การสั่นของโมเลกุล

หนึ่งในวิธีการจำลองที่ทำบนควอนตัมคอมพิวเตอร คือ การนำตัวดำเนินการฮามิลโต
เนียน (Hamiltonian operator) ของระบบที่สนใจ มาจำลองบนควอนตัมและศึกษาการ
วิวัฒนไปของระบบ ซึ่งเรียกวา การจำลองฮามิลโตเนียน (Hamiltonian simulation) มี
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เครื่องมือหลายชนิดที่ถูกพัฒนาขึ้นเพื่อชวยในการจำลองฮามิลโตเนียนนี้ โดยสวนสำคัญหลัก
คือการฝงเมทริกซกลไกของระบบที่ตองการศึกษาลงบนฮามิลโตเนียน หนึ่งในวิธีที่ถูกใชอยาง
แพรหลายคือ เทคนิคบล็อกเอ็นโคดดิง (Block encoding) ซึ่งเปนการแปลงเมทริกซของ
ระบบใหอยูในรูปของเมทริกซยูนิแทรี ซึ่งแสดงในรูปของวงจรควอนตัมกอนนำไปจำลอง

วิทยานิพนธฉบับนี้จัดทำขึ้นเพื่อศึกษาการสรางบล็อกเอ็นโคดดิงของตัวดำเนินการฮา
มิลโตเนียนเพื่อทำการจำลองระบบการสั่นคูควบโดยใชวงจรควอนตัม การจำลองที่ใชในงาน
วิจัยนี้จะอาศัยการแปลงคาเอกฐานเชิงควอนตัม (Quantum Singular Value Transfor-

mation) เพื่อการทำฟงกชั่นของเมทริกซรวมดวย และการสรางวงจรควอนตัมจะใชไลบรารี่
Qiskit ของ IBM เปนหลัก จากการศึกษาจะทำใหเขาใจผลลัพธการจำลองระบบการสั่น
คูควบบนควอนตัมเมื่อเทียบกับการจำลองโดยใชเมทริกซคำนวณบนคอมพิวเตอรคลาส
สิก อันนำมาสูการเปดมุมมองใหมในการจำลองระบบฟสิกสที่ซับซอนยิ่งขึ้นโดยใชควอนตัม
คอมพิวเตอร

1.2 วัตถุประสงคของงานวิจัย

1. เพื่อศึกษาการสรางบล็อกเอ็นโคดดิงโดยใชวงจรควอนตัม

2. เพื่อศึกษาการนำบล็อกเอ็นโคดดิงมาจำลองฮามิลโตเนียนโดยใชการแปลงคาเอกฐาน
เชิงควอนตัม

3. เพื่อศึกษาผลลัพธการจำลองระบบการสั่นคูควบโดยใชวงจรควอนตัม

1.3 ขอบเขตการดำเนินงาน

1. งานวิจัยนี้จะพิจารณาถึงการทำบล็อกเอ็นโคดดิงคูกับ QSVT

2. งานวิจัยนี้จะพิจารณาเฉพาะการสั่นควบคูของระบบมวลติดสปริง

3. งานวิจัยนี้จะทำในสวนอัลกอริทึมและซอฟตแวรเปนหลัก จะไมมีการลงรายละเอียดใน
ดานฮารดแวรของควอนตัมคอมพิวเตอร
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1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากงานวิจัย

1. สามารถอธิบายหลักการทำงานของบล็อกเอ็นโคดดิงได

2. ไดความรูในการสรางวงจรบล็อกเอ็นโคดดิงของเมทริกซจากควอนตัมเกตพื้นฐาน

3. ไดแนวทางในการพัฒนาและปรับปรุงวงจรควอนตัม

4. เขาใจการทำงานของการจำลองฮามิลโตเนียนโดยใชการแปลงคาเอกฐานเชิงควอนตัม

5. ไดแนวทางในการสรางวงจรควอนตัมเพื่อการจำลองระบบมวลคูควบ
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บทที่ 2

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ
ในบทนี้ จะอธิบายถึงเนื้อหาพื้นฐานทางการคำนวณควอนตัม, การสรางวงจรควอนตัม,

พื้นฐานของระบบการสั่นคูควบ และงานวิจัยที่เกี่ยวของกับการจำลองควอนตัมและการสราง
บล็อกเอ็นโคดดิง ดังนี้

2.1 หลักพื้นฐานของการคำนวณควอนตัม
คณิตศาสตรของการคำนวณควอนตัม

ในขณะที่การคำนวณบนคอมพิวเตอรคลาสสิกอาศัยหนวยความจำเปนบิต (bit) ซึ่งมีคา
0 หรือ 1 แนนอน การคำนวณบนควอนตัม (quantum computation) อาศัยการทำงาน
ประมวลผลและวัดคาบนพื้นฐานของหลักกลศาสตรควอนตัม (quantum mechanics) และใช
คิวบิต (qubit) เปนตัวเก็บขอมูลในสภาวะซอนทับ (superposition) กลาวคืออยูในสถานะ 0

กับ 1 พรอมกัน หากเขียนสถานะทั้งสองใหอยูในรูปสัญลักษณเค็ท (ket) |•⟩ และเวกเตอร จะ

เขียนไดวา |0⟩ =
1

0

 และ |1⟩ =
0

1

 ตามลำดับ และสถานะควอนตัม (quantum state)

จะเปนดังนี้

|ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ =

α
β

 (2.1)

ซึ่ง α และ β แทนแอมพลิจูดของความนาจะเปนและมีคาเปนจำนวนเชิงซอน โดยความนาจะ
เปนของทั้ง 2 สถานะดังกลาวมีคา |α|2 และ |β|2 ตามลำดับ ดังนั้นผลรวมความนาจะเปนคือ

|ψ|2 = |α|2 + |β|2 = 1 (2.2)

คิวบิตจะเปลี่ยนสถานะไดผานเมทริกซตัวดำเนินการ (operator) M ซึ่งเขียนไดวา

M = c00 |0⟩⟨0|+ c01 |0⟩⟨1|+ c10 |1⟩⟨0|+ c11 |1⟩⟨1| =

c00 c01

c10 c11

 (2.3)
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โดย ⟨•| เปนสัญลักษณบรา (bra) โดยแทนวา ⟨0| =
(
1 0

)
และ ⟨1| =

(
0 1

)
กลาวคือ

เปนรูปสลับเปลี่ยนสังยุค (conjugate transpose) ของสัญลักษณเค็ทนั่นเอง เราเรียกการเขียน
สัญลักษณเค็ทและบรานี้วา สัญกรณบรา-เค็ทของดิแรก (Dirac bra-ket notation) ซึ่งผลลัพธ
ของสถานะหลังผานตัวดำเนินการจะเปนดังนี้

M |ψ⟩ = (c00α+ c01β) |0⟩+ (c10α+ c11β) |1⟩ (2.4)

ลักษณะของตัวดำเนินการในระบบควอนตัมจะเปนเมทริกซยูนิแทรี (unitary matrix) เสมอ
กลาวคือ รูปของเมทริกซผกผัน (inverse matrix) จะเทากับรูปสลับเปลี่ยนสังยุคของเมทริกซ
(M−1 =M †)

สำหรับระบบหลายคิวบิต จะสามารถเขียนความสัมพันธระหวางหลายสถานะควอนตัม
ไดดวยผลคูณเทนเซอร (tensor product) ทำใหเขียนสถานะรวมทั้งหมดไดวา

|Ψ⟩ = |ψ1⟩ ⊗ |ψ2⟩ ⊗ ...⊗ |ψn⟩ =
2n−1∑
k=0

γk |k⟩ (2.5)

และเมทริกซของตัวดำเนินการM ที่กระทำผานหลายคิวบิตสามารถเขียนไดดังนี้ โดย i เปนคา
ของแถว (row) และ j เปนคาของคอลัมน (column)

M =
∑
i,j

cij |i⟩⟨j| (2.6)

เมื่อทำการวัดคาสถานะ จะหาคาจากผลคูณภายใน (inner product) โดยโอกาสที่จะวัดไดคา
สถานะ m;m ∈ {0, 1, ..., 2n − 1} เทากับ

|⟨m|Ψ⟩|2 = |γm|2 (2.7)

และผลรวมความนาจะเปนของทุกสถานะที่เปนไปไดของทุกคิวบิตยอมเปน 1 เชนกัน

|Ψ|2 =
2n−1∑
k=0

|γk|2 = 1 (2.8)

สัญลักษณทางพีชคณิตเหลานี้ถูกใชอยางแพรหลายในการคำนวณทางกลศาสตรควอนตัม
และวิทยาการขอมูลควอนตัม (quantum information science) รวมถึงชวยแสดงถึงขั้นตอน
วิธีของอัลกอริทึมควอนตัม (quantum algorithm)

3
7

7
9

3
8

1
6

0
2



C
U
 
i
T
h
e
s
i
s
 
6
3
7
2
0
3
3
0
2
1
 
t
h
e
s
i
s
 
/
 
r
e
c
v
:
 
1
6
1
2
2
5
6
7
 
0
2
:
2
4
:
3
3
 
/
 
s
e
q
:
 
5
3

6

อัลกอริทึมควอนตัมและวงจรควอนตัม
อัลกอริทึมควอนตัมเปนอัลกอริทึมที่ถูกสรางขึ้นโดยมักอาศัยคุณสมบัติการซอนทับ

และความพัวพัน (entanglement) เพื่อเพิ่มประสิทธิภาพใหเหนือกวาอัลกอริทึมแบบคลาส
สิกสำหรับการแกปญหายากทางคณิตศาสตร ตัวอยางอัลกอริทึมควอนตัมที่มีชื่อเสียง ไดแก
Deutsch-Josza algorithm, Simon’s algorithm, Bernstein-Varizani algorithm, Shor’s

algorithm, Grover’s algorithm ฯลฯ ซึ่งองคประกอบในบางอัลกอริทึมถูกใชตอยอดเพื่อ
สรางอัลกอริทึมใหม ๆ เชน การขยายแอมพลิจูดของสถานะ (amplitude amplification)

สิ่งที่สามารถแสดงอัลกอริทึมควอนตัมดังกลาวในรูปที่ชัดเจนและไดรับความนิยม คือ
ภาพวงจรควอนตัม (quantum circuit) ซึ่งในวงจรประกอบดวยคิวบิตและรีจิสเตอรแบบ
คลาสสิก (classical register) สำหรับการบันทึกคาการวัด มักถูกวาดเปนเสนแนวนอนโด
ยมีควอนตัมเกต (quantum gate) เปนตัวแทนของตัวดำเนินการวางพาดผานเสนของคิวบิต
เหลานั้น และมีการวัด (measurement) ที่มีสัญลักษณเปนเครื่องวัดวางบนเสนคิวบิตและมี
เสนชี้ทางขอมูลการอานไปยังรีจิสเตอรคลาสสิก ดังตัวอยางในรูปที่ 2.1 แสดงวงจรควอนตัม
สำหรับการบวกเลข

รูปที่ 2.1: ตัวอยางวงจรควอนตัมสำหรับการบวกเลข 1 บิต (Single bit half-adder)

ควอนตัมเกตมีอยูหลายประเภท โดยพื้นฐานแบงออกคราว ๆ ไดแก เกตที่ทำบนคิวบิต
เดียว (single-qubit gate) ไดแก Pauli-X, Pauli-Y, Pauli-Z gate, Hadamard gate,

rotation gate และเกตที่ทำบนหลายคิวบิต (multiple qubit gate) เชน CNOT gate,
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Toffoli gate ดังตัวอยางในรูปที่ 2.2 เกตแตละเกตตางก็แสดงถึงเมทริกซของตัวดำเนินการที่
แตกตางกัน แตมีจุดรวมคือเมทริกซทุกตัวเปนเมทริกซยูนิแทรีเหมือนกัน ทำใหมีคุณสมบัติใน
การยอนกลับสถานะควอนตัมได (reversible) หลายควอนตัมเกตก็มีคุณสมบัติเปนเมทริกซเฮ
อรมิเทียน (Hermitian matrix) โดยเมทริกซมีคาเทากับรูปสลับเปลี่ยนสังยุคของตัวมันเอง
(M = M †) อีกดวย ในงานวิจัยฉบับนี้จะเรียกชื่อควอนตัมเกตเปนภาษาอังกฤษเพื่อความ
สะดวกแกการอธิบาย อยางไรก็ตาม มีหลายอัลกอริทึมควอนตัมที่ยังไมสามารถสรางวงจรที่
ประกอบดวยเกตพื้นฐานได ซึ่งภายในวงจรจะเขียนอยูในรูปกลองสี่เหลี่ยมเปลาแทน เรียกวา
ออราเคิล (oracle)

รูปที่ 2.2: รายชื่อควอนตัมเกต สัญลักษณและเมทริกซ (Nielsen and Chuang,

2019)
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สวนควอนตัมคอมพิวเตอร (quantum computer) เปนเครื่องคำนวณที่ทำงานดวยหลัก
การขางตนโดยรับขอมูลวงจรควอนตัมเขาไปประมวลผล ซึ่งอุปกรณที่ใชแทนคิวบิต เครื่องมือ
ที่ใชเปลี่ยนแปลงสถานะควอนตัมหรือเครื่องมือวัดจะแตกตางกันไปในเครื่องคอมพิวเตอรค
วอนตัมแตละประเภท ตัวอยางระบบที่ถูกพัฒนาขึ้นไดแก ตัวนำยวดยิ่ง (superconductor),

โฟตอน (photon), การกักไอออน (trapped ion), อะตอมเย็น (cold atoms) เปนตน โดย
เกณฑคุณสมบัติที่จำเปนของควอนตัมคอมพิวเตอรถูกกำหนดตามหลักเกณฑของดิวินเซนโซ
(DiVincenzo’s criteria) (DiVincenzo, 1996) ในปจจุบัน งานวิจัยดานฮารดแวรควอนตัม
คอมพิวเตอรจะมุงเนนไปที่การสรางเครื่องที่มีจำนวนคิวบิตมากขึ้นและลดขอผิดพลาดจาก
สัญญานรบกวน

2.2 การจำลองควอนตัม
การจำลองควอนตัมและการจำลองฮามิลโตเนียน

การจำลองควอนตัม (quantum simulation) เปนศาสตรที่ศึกษาวิธีการนำระบบควอน
ตัมมาใชจำลองระบบทางฟสิกสหรือปรากฏการณที่สามารถอธิบายไดทางคณิตศาสตร โดย
เปาหมายของการจำลองควอนตัมมุงเนนไปยังระบบที่มีความซับซอนหรือมีขอมูลจำนวนมาก
เกินกวาที่คอมพิวเตอรธรรมดาหรือซุปเปอรคอมพิวเตอรสามารถประมวลผลเพื่อจำลองได
ตัวอยางเชน การจำลองระบบควอนตัมดวยกันเอง, การทำพันธะเคม,ี การเปลี่ยนแปลงเฟส
(phase transition) ในงานวัสดุศาสตร , พฤติกรรมทางแมเหล็ก (Monroe et al., 2021) ฯลฯ
ความคิดเริ่มแรกในการจำลองควอนตัมถูกเสนอโดย ยูริ มานิน (Yuri Manin) ในป 1980

(Manin, 1980) และ ริชารด ไฟนแมน (Richard Feynman) ในป 1982 (Feynman, 1982)

จนถึงปจจุบัน แนวคิดและวิธีการมากมายถูกเสนอขึ้นมาเพื่อใหสอดคลองกับระบบที่ตองการ
จำลอง การใชควอนตัมคอมพิวเตอรก็เปนทางเลือกหนึ่งเชนกัน (Lloyd, 1996) และเนื่องจา
กระบบควอนตัมจะเปลี่ยนแปลงไปตามเวลาดวยขึ้นกับฮามิลโตเนียน (Hamiltonian) H ของ
ระบบตามผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร (Schrödinger’s equation) ดังนี้

|ψ(t)⟩ = e−iHℏ t |ψ(0)⟩ (2.9)

หากเราสามารถแปลงคาหรือเงื่อนไขเริ่มตนของระบบที่สนใจลงในสถานะควอนตัม ณ t = 0

ได และฝงขอมูลกลไกของระบบใหอยูในรูปเมทริกซฮามิลโตเนียนได จะสามารถจำลองระบบ
ณ เวลา t ใดๆได ซึ่งเราเรียกการจำลองโดยอิงฮามิลโตเนียนนี้วา การจำลองฮามิลโตเนียน
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(Hamiltonian simulation) โดยรูปแบบของเมทริกซขอมูลที่ถูกฝงในฮามิลโตเนียนสามารถ
จำแนกไดเปน 3 โมเดล (Dalzell et al., 2023) ไดแก

1. โมเดลเมทริกซเพาลี (Pauli input model) คือ เมทริกซขอมูลที่สามารถเขียนอยูในรูป
ผลรวมของตัวดำเนินการเพาลีบนหลายคิวบิต Hl ได เชน H =

∑
hlHl ซึ่ง hl คือคา

สัมประสิทธิ์ (coefficients)

2. โมเดลเมทริกซมากเลขศูนย (Sparse matrix model) คือ เมทริกซขอมูลที่คาภายใน
สวนใหญเปนศูนย

3. โมเดลเมทริกซหนาแนน (Dense matrix model) คือ เมทริกซขอมูลที่คาภายในสวน
ใหญไมเปนศูนย

การจำลองฮามิลโตเนียนอาจประพฤติตัวเปนฟงกชันการทำงานยอยของอัลกอริทึมอื่นอีกที
เชน การประมาณเฟสเชิงควอนตัม (quantum phase estimation) การแกระบบสมการเชิง
เสนเชิงควอนตัม (quantum linear solver system) ตัวอยางของการจำลองฮามิลโตเนียนที่
ไดรับความนิยม ไดแก

1. ทรอตเทอไรเซชัน (Trotterization หรือ Trotter-Suzuki formulae ) (Hatano and

Suzuki, 2005) เปนวิธีแยกฮามิลโตเนียนออกเปนพจนฮามิลโตเนียนยอย และนำมา
รวมกันโดยใชสูตรผลคูณลี (Lie product formula)

2. qDRIFT (The quantum stochastic drift protocol) (Campbell, 2019) เปนวิธีแยก
ที่คลายกับทรอตเทอไรเซชัน แตมีโมเดลการแยกแบบเมทริกซเพาลีรวมดวย

3. อนุกรมเทยเลอรและอนุกรมไดสัน (Taylor and Dyson series) (Berry et al., 2015;

Kieferová et al., 2019) เปนวิธีแยกฮามิลโตเนียนออกมาตามสมการอนุกรมขางตน
โดยมีการตัดปลาย (truncate) พจนที่มีขนาดนอยลงไปโดยยอมรับคาคลาดเคลื่อนใน
ชวงหนึ่ง เปนโมเดลการแยกแบบเมทริกซเพาลี และนำมารวมกันดวยยูนิแทรีของการ
รวมเชิงเสน (Linear combination of unitaries, ยอวา LCU)

4. การแปลงคาเอกฐานเชิงควอนตัม (QSVT)
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สำหรับในงานนี้ไดใชการจำลองในแบบที่ 4 เปนหลัก โดยจะกลาวถึงรายละเอียดในสวนถัดไป

จากกรณีที่ยกตัวอยางขางตน จะเห็นไดวาจะตองมีการแบงฮามิลโตเนียนออกเปน
ขนาดยอยเพื่อใหสะดวกตอการจำลอง อยางไรก็ตาม เมทริกซของระบบที่นำมาใสในฮามิลโต
เนียนนั้นอาจไมไดอยูในรูปเมทริกซยูนิแทรี ดังนั้น จึงจำเปนที่จะตองแปลงเมทริกซใหอยูใน
รูปเมทริกซยูนิแทรีเสียกอน โดยเทคนิคบล็อกเอ็นโคดดิง (block encoding) เขามามีบทบาท
ณ จุดนี้

เทคนิคบล็อกเอ็นโคดดิง
เทคนิคนี้ถูกเสนอขึ้นโดย (Gilyén et al., 2019) เพื่อจุดประสงคในการฝงเมทริกซ

ใด ๆ ลงในบล็อกตัวดำเนินการที่เปนเมทริกซยูนิแทรีซึ่งเปนวิธีทั่วไปสำหรับสรางการคำนวณ
เมทริกซบนควอนตัมคอมพิวเตอร ลักษณะเมทริกซบล็อกเอ็นโคดเปนดังนี้ โดยเมทริกซใด ๆA
จะถูกหารดวยคาคงที่ซับนอรมอลไลซ (subnormalized constant) α โดยคา α ≥ ∥A∥ และ
ฝงในตำแหนงมุมซายบนของเมทริกซบล็อกเอ็นโคด U

U =

A
α ∗

∗ ∗

 (2.10)

โดย ∗ แทนคาที่ทำให U เปนยูนิแทรี

บทนิยาม 1 (บล็อกเอ็นโคดดิง (Gilyén et al., 2019)) ถากำหนดให A เปนเมทริกซขนาด
m × n ที่ตองใชอยางนอย s คิวบิต เรียกวา s-qubit operator กลาวคือ m,n ≤ 2s และให
α, ϵ ∈ R+ และ a ∈ N แลวเมทริกซยูนิแทรี U ขนาด s + a คิวบิต จะเปน (α, a, ϵ)-block-

encoding ของ A เมื่อ

∥Ae − α(⟨0|⊗a ⊗ Is)U(|0⟩⊗a ⊗ Is)∥ ≤ ϵ (2.11)

โดยที่ α คือ คาคงที่ซับนอรมอลไลซ, ϵ คือ คาคลาดเคลื่อน, a คือ จำนวนคิวบิตตัวทด (ancilla

qubit), Is คือ เมทริกซเอกลักษณ (identity matrix) ขนาด 2s×2s และ Ae คือ เมทริกซขนาด
2s × 2s ที่ฝง A ไวชิดมุมซายบน
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หากกำหนดให |ψ⟩ เปนสถานะควอนตัมจำนวน s คิวบิต ผลลัพธจากการปอน |ψ⟩ |0⟩⊗a ผาน
U ตามนิยาม 1 จะไดวา

U |ψ⟩ |0⟩⊗a =
A

α
|ψ⟩ |0⟩⊗a +

∣∣ϕ+⟩ (2.12)

โดย (Is ⊗ |0⟩⟨0|⊗a) |ϕ+⟩ = 0 กลาวคือ สถานะที่คิวบิตตัวทดไมเปนศูนยจะมีแอมพลิจูดเปน
ศูนยนั่นเอง (Chakraborty et al., 2023)

บทนิยาม 2 (บล็อกเอ็นโคดดิงโดยปริยาย (Gilyén et al., 2019)) เมทริกซยูนิแทรีใด ๆ
เปน (1, 0, 0)-block-encoding ของตัวมันเองเสมอ

วิธีการสรางวงจรบล็อกเอ็นโคดดิงมีหลายรูปแบบและไมตายตัว ตัวอยางของบล็อกเอ็น
โคดดิงที่ถูกเสนอใน (Gilyén et al., 2019) เชน การสรางเมทริกซความหนาแนน (Den-

sity operator), การสรางเมทริกซมากเลขศูนย ในปจจุบัน มีเฟรมเวิรคที่ถูกพัฒนาขึ้นเพื่อ
หาวงจรบล็อกเอ็นโคดดิง เชน FABLE (Camps and Beeumen, 2022) แตอยางไร
ก็ตาม งานวิจัยดานนี้ยังคงมุงเนนการหาวิธีปรับปรุงวงจรบล็อกเอ็นโคดดิงเพื่อใหการทำงานมี
ประสิทธิภาพสูงสุด ตัวอยางของบล็อกเอ็นโคดดิงที่ใชในงานวิจัยนี้คือ บล็อกเอ็นโคดดิงของเม
ทริกซทแยงมุม (diagonal matrix)

บทตั้ง 1 (บล็อกเอ็นโคดดิงของเมทริกซทแยงมุม (Takahira et al., 2021)) กำหนดให D
เปนเมทริกซทแยงมุมที่ใช s คิวบิต โดยมีคาในแนวทแยงมุมเปน d0, d1, ..., dN−1; dk ∈ C และ
ให dmax แสดงคา d ที่มากที่สุด และให θk = 2 cos−1( |dk|

dmax
) และ ϕk = 2 arg(dk) แลว

(dmax, 1, 0)-block-encoding ของ D สามารถสรางไดดวย ∑k(Rz(ϕk)Ry(θk)) ⊗ |k⟩⟨k| เมื่อ
Ry(θ) = ei(

θ

2
)σy และ Rz(ϕ) = ei(

ϕ

2
)σz

สามารถอธิบายไดวา วงจรบล็อกเอ็นโคดดิงประกอบดวยmulti-controlled rotation gate ซึ่ง
การหมุนในแนวแกน Y แทนคา Re(dk) และการหมุนในแนวแกน Z แทนคา Im(dk) นั่นเอง
โดยวงจรจะมีลักษณะเปนดังรูป 2.3
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รูปที่ 2.3: วงจรบล็อกเอ็นโคดดิงของเมทริกซทแยงมุม

ทั้งนี้ เรายังสามารถสรางบล็อกเอ็นโคดดิงของการดำเนินการพื้นฐานไดเชนกัน เชน การ
รวมเชิงเสน (การบวก) และการคูณเมทริกซ

บทตั้ง 2 (การรวมเชิงเสนของยูนิแทรี (LCU) (Gilyén et al., 2019)) กำหนดให A =∑m−1
j=0 yjAj เปนตัวดำเนินการที่ใช s คิวบิต, ใหคูยูนิแทรีสำหรับการเตรียมสถานะ PL, PR

เรียกวา (β, b, ϵ1)-state-preparation-pair สำหรับ y โดย

PL |0⟩⊗b =

2b−1∑
j=0

cj |j⟩ (2.13)

และ

PR |0⟩⊗b =

2b−1∑
j=0

dj |j⟩ (2.14)

ซึ่งอยูภายใตเงื่อนไข∑m−1
j=0 |β(c∗jdj)− yj | ≤ ϵ และ c∗jdj = 0 สำหรับ j ∈ {m, ..., 2b− 1} และ

ให

W =

m−1∑
j=0

|j⟩⟨j| ⊗ Uj +

2b−1∑
j=m

|j⟩⟨j| ⊗ Ia ⊗ Is (2.15)

เปนยูนิแทรีที่ใช s + a + b คิวบิต โดยที่ Uj เปน (α, a, ϵ2)-block-encoding ของ Aj แลวผล
รวมเชิงเสนของยูนิแทรีในรูป (αβ, a+ b, αϵ1 + αϵ2)-block-encoding ของ A คือ (P †

L ⊗ Ia ⊗

Is)W (PR ⊗ Ia ⊗ Is)

หากสรางวงจรดวยบทตั้งดังกลาวจะแสดงไดดังรูปที่ 2.4

โดยเกต PR และ PL เปนเกตใดก็ไดที่สอดคลองกับนิยามขางตน เชน Hadamard gate

ยกตัวอยางวงจรที่แสดงการบวกระหวาง 2 บล็อกเอ็นโคด เปนดังรูป 2.5
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รูปที่ 2.4: วงจรการรวมเชิงเสนของยูนิแทรีหลายตัว

รูปที่ 2.5: วงจรการรวมเชิงเสนของ 2 ยูนิแทรี

บทตั้ง 3 (บล็อกเอ็นโคดดิงของการคูณเมทริกซ (Gilyén et al., 2019)) กำหนดให U เปน
(α, a, δ1)-block-encoding ของเมทริกซ A ที่ดำเนินการโดยใช s คิวบิต และ V เปน (β, b, δ2)-

block-encoding ของเมทริกซ B ที่ดำเนินการโดยใช s คิวบิต แลวผลคูณ (αβ, a + b, αδ2 +

βδ1)-block-encoding ของ AB คือ (Ib ⊗ U)(Ia ⊗ V )
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หากสรางวงจรดวยบทตั้งดังกลาวจะแสดงไดดังรูปที่ 2.6

รูปที่ 2.6: วงจรบล็อกเอ็นโคดดิงของการคูณเมทริกซ

บทตั้ง 4 (บล็อกเอ็นโคดดิงของการคูณเทนเซอร (Camps and Van Beeumen, 2020))
กำหนดให Un เปน (α, a, ν1)-block-encoding ของ As และ Um เปน (β, b, ν2)-block-

encoding ของ At และให Sn+m =
∏s

i=1 SWAPa+i
a+b+i แลว Sn+m(Un ⊗ Um)S†

n+m จะเปน
(αβ, a+ b, αν2 + βν1 + ν1ν2)-block-encoding ของ As ⊗At

ซึ่ง SWAP ก็คือ swap gate ในรูปที่ 2.2 นั่นเอง หากสรางวงจรดวยบทตั้งดังกลาวจะแสดงได
ดังรูปที่ 2.7
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รูปที่ 2.7: บล็อกเอ็นโคดดิงของการคูณเทนเซอร (Camps and Van Beeumen,

2020)

จะเห็นไดวา การสรางบล็อกเอ็นโคดดิงของเมทริกซและการดำเนินการนั้นสามารถใช
เกตพื้นฐานที่กลาวไปกอนหนาได แตหากตองการปอนฟงกชันลงไปในเมทริกซนั้น จำเปนตอง
อาศัยการแปลงคาเอกฐานเชิงควอนตัมเขามาชวย

การแปลงคาเอกฐานเชิงควอนตัม
การแปลงคาเอกฐานเชิงควอนตัม (Quantum Singular Value Transformation ยอวา

QSVT) เปนอัลกอริทึมที่ไดจากการปรับปรุงการประมวลผลสัญญาณเชิงควอนตัม (Quan-

tum Signal Processing ยอวา QSP) เพื่อรองรับการแปลงใหเปนผลลัพธของฟงกชันพหุ
นามของเมทริกซบล็อกเอ็นโคด โดยอาศัยคุณสมบัติของเมทริกซ A ใด ๆ ที่สามารถเขียนใน
รูปการแยกเอกฐาน A = WDV † ไดและทำการปอนฟงกชันพหุนามไปยังคาลักษณะเฉพาะ
(eigenvalue) ของเมทริกซบล็อกเอ็นโคดนั้น วงจรนี้จำเปนตองมีการรับชุดคาเฟสเปนอินพุต
เพื่อใหไดมาซึ่งฟงกชั่นที่ตองการแปลง โดยรายละเอียดและบทพิสูจนปรากฏอยูใน (Gilyén

et al., 2019) ทั้งนี้ หากเมทริกซ A เปนเมทริกซจตุรัสก็สามารถแปลงออกมาไดเชนกัน ใน
บางงานวิจัยมีการเขียนแยกออกมาเปนอีกสมการ ชื่อวาการแปลงคาลักษณะเฉพาะเชิงควอน
ตัม (Quantum Eigenvalue Transformation ยอวา QET) (Martyn et al., 2023) โดย
ลักษณะของวงจรจะมีลักษณะดังรูป 2.8 ซึ่ง CRϕ̃i

เรียกวา ตัวดำเนินการเลื่อนเฟสควบคุมการ
ฉาย (projector-controlled phase shift operator) เปนวงจรที่รับคาเฟสดังกลาว
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รูปที่ 2.8: วงจร QET(QSVT) (Lin, 2022)

ทั้งนี้ นอกจากฟงกชันพหุนามแลว ฟงกชันตรีโกณมิติอยาง ฟงกชันไซน (sine) และ
ฟงกชันโคไซน (cosine) ก็สามารถใชงานรวมกับ QSVT ไดเชนกัน โดยอาศัยการตัดทอน
สมการการกระจายจาโคบี-แองเกอร (Jacobi-Anger expansion) และใชวิธีการปรับสเกลคา
ผลลัพธเพื่อจำกัดกรอบคาความคลาดเคลื่อน โดยวิธีการและบทพิสูจนถูกกลาวไวใน (Gilyén

et al., 2019; Martyn et al., 2021)

2.3 การสั่นคูควบ
ในกลศาสตรคลาสสิก เราเรียกกลไกการแกวงหรือการสั่นเปนคาบที่ไมมีแรงภายนอก

มากระทำวา การแกวงแบบฮารโมนิกกอยางงาย (Simple Harmonic Oscillation), การ
แกวงที่การกระจัดลดลงจากการสูญเสียพลังงานวา การแกวงที่ถูกหนวง (Damped Har-

monic Oscillation) และการแกวงที่มีแรงภายนอกมากระทำวา การแกวงที่ถูกแรงบังคับ
(Forced Harmonic Oscillation) ซึ่งสามารถใชกฏขอที่สองของนิวตันและกฏของฮุค
(Hooke’s law) อธิบายพฤติกรรมของมวลลูกตุมหรือมวลติดสปริงกอนเดียวไดโดยงาย
(Limkumnerd, 2016) อยางไรก็ดี ระบบทางฟสิกสที่พบเจอไดในความเปนจริงมักเปนการ
สั่นของระบบมวลหลายกอนที่มีปฏิสัมพันธกันและสงผานพลังงานไปมาระหวางมวลที่อยูติด
กัน เราเรียกกันแกวงหรือการสั่นแบบนี้วา การสั่นคูควบ (Coupled Oscillator System) ยก
ตัวอยางระบบมวลติดสปริง N กอนแบบเสนตรง ดังรูปที่ 2.9 สามารถเขียนสมการตามกฏ
ของนิวตันอยูในรูปเมทริกซไดดังนี้
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รูปที่ 2.9: ระบบมวลติดสปริงแบบเสนตรง



m1

m2

. . .

mN





ẍ1

ẍ2
...

ẍN


= −



k0 + k1 −k1

−k1 k0 + k1 −k2
. . .

−kN−1 kN−1 + kN





x1

x2
...

xN


(2.16)

หรือหากเปลี่ยนใหสปริงของมวลกอนสุดทายเชื่อมกับมวลกอนแรก กลายเปนระบบมวลเชื่อม
กันเปนวงกลม ดังรูปที่ 2.10 ก็สามารถเขียนในรูปเมทริกซไดดังนี้

รูปที่ 2.10: ระบบมวลติดสปริงแบบวงกลม
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m1

m2

. . .

mN





ẍ1

ẍ2
...

ẍN


= −



kN + k1 −k1 −kN

−k1 k1 + k2 −k2
. . .

−kN −kN−1 kN−1 + kN





x1

x2
...

xN


(2.17)

ซึ่งสองสมการขางตนสามารถนำไปจัดรูปเพิ่มเติม เพื่อนำไปจำลองโดยใชอัลกอริทึมควอนตัม
ได โดยจากงานวิจัยของ Babbush et al. (2023) ซึ่งศึกษาการจำลองระบบการสั่นคูควบบนค
วอนตัมไดเสนออัลกอริทึมเพื่อจำลองระบบดังกลาว โดยอาศัยการกระจัดเริ่มตนและความเร็ว
เร่ิมตนของมวลในระบบมารวมกับตัวดำเนินการกอนบรรจุใสในสถานะควอนตัม และคำนวณ
ผานตัวดำเนินการควอนตัมที่วิวัฒนไปในเวลา (time-evolutional quantum operator)

สถานะปลายทางจะนำมาใชหาการกระจัดและความเร็วของมวลทุกกอน ณ เวลา t ได โดยเริ่ม
แรก เราสามารถเขียนสมการ 2.16 และ 2.17 ในรูปของตัวแปรไดวา

M ¨⃗x(t) = −Fx⃗ (2.18)

โดยใหคาในเมทริกซของ F ในแนวทแยงมุมเปนผลบวกของคานิจสปริงที่ติดกับมวลนั้น และ
ใหคาในแนวเบี่ยงจากทแยงมุม (off-diagonal) เปนคานิจสปริงที่ติดลบ และให M เปนเม
ทริกซทแยงมุมของมวล ทั้ง M และ F เปนเมทริกซขนาด N × N โดย N คือ จำนวนมวลใน
ระบบ

จากนั้น กำหนดให y =M
1

2 x⃗(t) แทนคาในสมการ 2.18 ไดวา

MM− 1

2 ¨⃗y(t) = −FM− 1

2 y⃗(t) (2.19)

¨⃗y(t) = −M− 1

2FM− 1

2 y⃗(t) = −Ay⃗(t) (2.20)

เมื่อ

A =M− 1

2FM− 1

2 (2.21)

เมื่อบวก iA 1

2 ˙⃗y(t) ทั้ง 2 ขางของสมการจะไดวา

¨⃗y(t) + iA
1

2 ˙⃗y(t) = −Ay⃗(t) + iA
1

2 ˙⃗y(t) = iA
1

2 ( ˙⃗y(t) + iA
1

2 y⃗(t)) (2.22)
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เนื่องจาก A เปนเมทริกซจตุรัส (square matrix) จึงสามารถแกสมการเชิงอนุพันธได โดย
ใหผลเฉลยที่แสดงความสัมพันธของการกระจัดและความเร็ว ณ ชวงเริ่มตนกับชวงเวลา t ใดๆ
ดังนี้

˙⃗y(t) + iA
1

2 y⃗(t) = eitA
1
2 ( ˙⃗y(0) + iA

1

2 y⃗(0)) (2.23)

สังเกตไดวา สมการ 2.22 และ 2.23 มีความคลายกับ สมการชเรอดิงเงอรที่วิวัฒนไปตามเวลา
โดยในระบบหนวยธรรมชาติ (natural unit system) กลาวคือ ให ℏ = 1 ซึ่งจะทำใหสมการดัง
กลาวเขียนไดดังนี้

∣∣∣ψ̇(t)⟩ = −iH |ψ(t)⟩ (2.24)

|ψ(t)⟩ = e−iHt |ψ(0)⟩ (2.25)

กลาวคือ เราสามารถแปลงสมการ 2.22 ใหอยูในรูป 2.24 ได โดยกำหนดให

H = −

 0 A
1

2

A
1

2 0

 จะได
 ¨⃗y(t)

iA
1

2 ˙⃗y(t)

 = i

 0 A
1

2

A
1

2 0

 ˙⃗y(t)

iA
1

2 y⃗(t)

 =

−Ay⃗(t)
iA

1

2 ˙⃗y(t)

 (2.26)

และมีผลเฉลยเปน

 ˙⃗y(t)

iA
1

2 y⃗(t)

 = e

it

 0 A
1

2

A
1

2 0

 ˙⃗y(0)

iA
1

2 y⃗(0)

 (2.27)

นอกจากนี้ เมื่อพิจารณา F ในสมการ 2.18 จะเห็นวา F เปนเมทริกซที่แสดงถึงการเชื่อมตอ
ของมวลในระบบที่มีลักษณะเปนกราฟ โดยมีคานิจสปริงเปนน้ำหนักของเสนเชื่อม เราเรียกเม
ทริกซนี้วาเปน เมทริกซลาปลาซ (Laplacian matrix) หรือลาปลาเซียนแบบกราฟ (Graph

laplacian) โดยเราสามารถแยกเมทริกซลาปลาซใหแสดงเมทริกซทแยงมุมของน้ำหนักเสน
เชื่อมออกมาได ดังนั้น F แยกออกมาเปน

F = ΦFWΦ†
F (2.28)

3
7

7
9

3
8

1
6

0
2



C
U
 
i
T
h
e
s
i
s
 
6
3
7
2
0
3
3
0
2
1
 
t
h
e
s
i
s
 
/
 
r
e
c
v
:
 
1
6
1
2
2
5
6
7
 
0
2
:
2
4
:
3
3
 
/
 
s
e
q
:
 
5
3

20

โดย W แทนเมทริกซทแยงมุมของคานิจสปริง และ ΦF แทนเมทริกซอุบัติการณ (inci-

dence matrix) อีกทั้ง เมทริกซลาปลาซถูกจัดวาเปนเมทริกซกึ่งบวกแนนอน (positive semi-

definite matrix) M และเมทริกซนี้มีคุณสมบัติในการแยกคารากที่สองออกมาไดโดย M =

Ω†Ω ซึ่งสามารถเขียน Ω ในรูปของM 1

2 ได จากเหตุผลขางตนรวมกับสมการ 2.21 จึงกลาวได
วาทั้ง F และ A เปนเมทริกซกึ่งบวกแนนอน และทำให A ถูกแยกออกมาไดวา

A = BB† (2.29)

โดยทั้ง B,B† ตางเปนคำตอบจากการแยกรากที่สองของ A (มองเทียบไดวา Ω† = B) ซึ่งหา
คาไดโดยรวมสมการ 2.21, 2.28 และ 2.29 เขาดวยกัน จึงออกมาเปน

BB† =M− 1

2ΦFWΦ†
FM

− 1

2 (2.30)

=M− 1

2ΦFW
1

2W
1

2Φ†
FM

− 1

2 (2.31)

=M− 1

2ΦFW
1

2 (M− 1

2ΦFW
1

2 )† (2.32)

B =M− 1

2ΦFW
1

2 (2.33)

B† =W
1

2Φ†
FM

− 1

2 (2.34)

ทำใหเราสามารถนำ B,B† แทนที่ A 1

2 ในสมการ 2.26 และ 2.27 ได โดยหากกำหนดใหเปน

H = −

 0 B

B† 0

 สมการ 2.26 จะกลายเปน

 ¨⃗y(t)

iB† ˙⃗y(t)

 = i

 0 B

B† 0

 ˙⃗y(t)

iB†y⃗(t)

 =

−Ay⃗(t)
iB† ˙⃗y(t)

 (2.35)

และสมการ 2.27 จะกลายเปน

|ψ(t)⟩ =

 ˙⃗y(t)

iB†y⃗(t)

 = e

it

 0 B

B† 0

 ˙⃗y(0)

iB†y⃗(0)

 (2.36)
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ซึ่งเมื่อแทนคา ˙⃗y, y⃗ และ B ใน 2.36 จะเปน

|ψ(t)⟩ =

 ˙⃗y(t)

iB†y⃗(t)

 =

 M
1

2 ˙⃗x(t)

iW
1

2Φ†x⃗(t)

 =



√
m1

˙⃗x1(t)

...
√
mN

˙⃗xN (t)

i
√
k1(x1(t)− x2(t))

...

i
√
kN−1(xN−1(t)− xN (t))

i
√
k0/N (xN (t)− x1(t))



(2.37)

หากพิจารณารวมกับคาพลังงานรวมของระบบ E ซึ่งประกอบดวยพลังงานจลนและพลังงาน
ศักย ดังนี้

E = T + V =

(
1

2

N∑
i=1

mi
˙⃗x2i

)
+

1

2

N∑
j=2

kj−1(xj−1(t)− xj(t))2
 (2.38)

ดังนั้น เราสามารถนอรมอลไลซเวกเตอรสถานะ |ψ(t)⟩ ไดวา

|ψ(t)⟩ = 1√
2E

 ˙⃗y(t)

iB†y⃗(t)

 (2.39)

เราสามารถนำสมการ 2.36 และ 2.39 ไปสรางวงจรควอนตัมได โดยรายละเอียดจะกลาวถึงใน
บทที่ 4
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บทที่ 3

วิธีดำเนินการวิจัย

3.1 แนวคิดและวิธีการดำเนินงาน
งานวิจัยฉบับนี้มีเปาหมายเพื่อหาแนวทางการจำลองการสั่นคูควบของระบบมวลติด

สปริงบนวงจรควอนตัมโดยใชเทคนิคบล็อกเอ็นโคดดิงที่อาจมีประสิทธิภาพที่ดีกวาการจำลอง
ระบบการสั่นควบคูบนคอมพิวเตอรคลาสสิก โดยอาศัยการฝงเมทริกซลงในตัวดำเนินการ
ควอนตัมและการใชอัลกอริทึม QSVT การสรางวงจรจะใชไลบรารี Qiskit ซึ่งเปนเฟรม
เวิรกบน python ของ IBM ควบคูกับโปรแกรม QSPPACK (Dong et al., 2021) ซึ่งเปน
โปรแกรมที่ทำงานบน Matlab วงจรนี้ประกอบดวย 2 สวน คือ วงจรบล็อกเอ็นโคดดิงของตัว
ดำเนินการ e−iHt และการเตรียมสถานะเริ่มตนตามสมการ 2.39 แตเนื่องจากวงจรเพื่อสราง
สถานะเริ่มตนนั้นทำไดยากและไมอยูในขอบเขตของงานวิจัยนี้ งานนี้จึงอาศัยฟงกชันภายใน
ไลบรารี Qiskit เพื่อสรางออราเคิลของสถานะเริ่มตนแทน โดยหัวใจสำคัญของงานนี้คือ การ
สรางวงจรบล็อกเอ็นโคดดิงของเมทริกซ B,B† ซึ่งฝงอยูในเมทริกซ H อีกทีตามสมการ 2.36

เนื่องจากรูปแบบของ B,B† ขึ้นกับคามวล, คานิจสปริง, จำนวนมวล, และลักษณะการเชื่อม
ตอของสปริง (แบบเสนตรงกับแบบวงกลม) อีกทั้งจำนวนคิวบิตหลักที่ใชมีคาตามลอการิทึม
(logarithm) ของจำนวนมวลที่ถูกปดเศษขึ้น ทำใหเมทริกซบล็อกเอ็นโคดมีแถวและหลักที่มี
คาศูนยจำนวนมากตามนิยามบล็อกเอ็นโคดดิงที่ไดกลาวไป การสรางวงจรควอนตัมจึงมีความ
ซับซอนตามไปดวย

ในบทที่ 4 นี้จะเสนออัลกอริทึมเพื่อสรางวงจรบล็อกเอ็นโคดดิงของเมทริกซ B รวม
ถึงอธิบายหลักการทำงานประกอบวาเกตที่ใสในวงจรสงผลตอหนาตาของเมทริกซบล็อกเอ็น
โคดอยางไร รวมถึงการนำบล็อกเอ็นโคดดิงของ B ไปประกอบเพื่อสรางวงจรบล็อกเอ็นโคด
ดิงของ H และ e−iHt ตามลำดับ กอนนำวงจรควอนตัมที่ไดไปรันจำลองระบบ โดยปอนคา
เงื่อนไขเริ่มตนและชุดคาเฟสที่ไดจาก QSPPACK ผลจากการรันวงจรของ e−iHt คูกับออราเคิล
ของสถานะเริ่มตนจะออกมาเปนสถานะของระบบมวลติดสปริง ณ เวลา t ซึ่งเราสามารถนำไป
ใชหาความเร็วและตำแหนงของมวลทุกกอนได ผลลัพธจากการจำลองจะแสดงในบทที่ 5
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หมายเหตุ งานวิจัยฉบับนี้ทำรวมกับ นายพีระณัฐ แสงละออ นิสิตภาควิชาฟสิกส คณะ
วิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย โดยสวนที่นายพีระณัฐเปนผูทดลองจะเขียนชื่อกำกับ
ไว

3.2 ขั้นตอนการดำเนินงาน

1. ศึกษาเนื้อหาทั่วไปของการจำลองควอนตัม

2. ศึกษาหลักการของบล็อกเอ็นโคดดิง

3. ศึกษาลักษณะการตอวงจรเพื่อใหไดมาซึ่งบล็อกเอ็นโคดดิงแบบตาง ๆ

4. ศึกษาวงจรและการทำงานของ QSVT

5. ทำการสรางวงจรบล็อกเอ็นโคดดิงยอยตามสมการและตรวจสอบลักษณะเมทริกซยูนิ
แทรี

6. ทำการรวมวงจรควอนตัม

7. ทดสอบรันวงจรจำลองโดยกำหนดจำนวนมวลและสถานะเริ่มตนแบบตาง ๆ

8. ทดสอบวงจรบล็อกเอ็นโคดดิงกับผลลัพธของวงจรที่สรางจากเฟรมเวิรคอื่น

9. สรุปผลการทดลอง
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บทที่ 4

การออกแบบวงจร

4.1 การสรางบล็อกเอ็นโคดดิงของเมทริกซ B
จากสมการของ B ประกอบไปดวย 3 สวน คือ เมทริกซของมวล M− 1

2 , เมทริกซของคา
นิจสปริงW 1

2 และเมทริกซอุบัติการณ ΦF ซึ่งเมทริกซทั้ง 3 มีขนาด N ×N เมื่อ N คือ จำนวน
มวล หากแปลงเปนตัวดำเนินการจะใช n = ⌈log2N⌉ คิวบิต (n-qubit operator)

พิจารณา M− 1

2 ,W
1

2 : เนื่องจากทั้งสองเปนเมทริกซทแยงมุม จึงสามารถสรางบล็อก
เอ็นโคดดิงและนิยามตามบทตั้ง 1 และเนื่องจากคามวลและคานิจสปริงยอมเปนจำนวนจริง
บวกเสมอ พจน Rz จึงสามารถตัดทิ้งได หากกำหนดใหคามวล mi ∈ {m0,m1, ...,mN−1}

และคานิจสปริง wi ∈ {w0, w1, ..., wN−1} คามุมที่ถูกปอนใหกับ Ry จะมีคาเทากับ θmk =

2 cos−1( 1√
m
) และ θwk = 2 cos−1(

√
w) (กำหนดให dmax = 1) เนื่องจาก θmk และ θwk มีคา

เรนจ (range) ในชวง [0, π] ดังนั้น การจำลองจึงมีเงื่อนไขวา m ≥ 1 และ 0 ≤ w ≤ 1 ดังนั้น คา
ภายในบล็อกของเมทริกซบล็อกเอ็นโคดM− 1

2 และ W 1

2 จะมีลักษณะดังนี้

UM =



1√
m0

1√
m1

. . .
1√

mN−1

0

. . .

0



(4.1)
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UW =



√
w0

√
w1

. . .
√
wN−1

0

. . .

0



(4.2)

และวงจรของM− 1

2 และ W 1

2 จะมีลักษณะรูป 4.1

รูปที่ 4.1: วงจร (1,1,0)-block-encoding ของเมทริกซ M− 1
2 และ W

1
2

พิจารณา ΦF : ΦF เปนเมทริกซอุบัติการณ ซึ่งคาในเมทริกซ bij นิยามวา

bij =


−1, เมื่อเสนเชื่อม ej ชี้เขาหาจุด vi
1, เมื่อเสนเชื่อม ej ชี้ออกจากจุด vi
0, กรณีอื่น

หากมองภาพระบบมวลติดสปริงที่เชื่อมเปนเสนตรงโดยใหสปริงแทนเสนเชื่อมที่มีทิศชี้ไปทาง
ขวาจะเขียนเมทริกซขนาด N ×N ไดวา

Φo
F =



1 0

−1 1

−1 . . .
. . . 1

−1 0


(4.3)

3
7

7
9

3
8

1
6

0
2



C
U
 
i
T
h
e
s
i
s
 
6
3
7
2
0
3
3
0
2
1
 
t
h
e
s
i
s
 
/
 
r
e
c
v
:
 
1
6
1
2
2
5
6
7
 
0
2
:
2
4
:
3
3
 
/
 
s
e
q
:
 
5
3

26

และหากมองภาพระบบมวลติดสปริงที่เชื่อมเปนวงกลมโดยใหสปริงแทนเสนเชื่อมที่มีทิศชี้
ตามเข็มนาิกาจะเขียนเมทริกซ N ×N ไดวา

Φc
F =



1 −1

−1 1

−1 . . .
. . . 1

−1 1


(4.4)

ซึ่ง Φo
F และ Φc

F สามารถเขียนแยกออกมาไดวา

Φo
F = Ĩ − L =



1 0

1

. . .

1

0


−



0

1 0

1
. . .
. . . 0

1 0


(4.5)

Φc
F = I − L̃ =



1

1

. . .

1

1


−



0 1

1 0

1
. . .
. . . 0

1 0


(4.6)

พีระณัฐไดเสนอวงจร (2, 2, 0)-block-encoding ของ Φo
F สำหรับระบบมวลที่ N = 2n

เมื่อ n ∈ I+ ดำเนินการบน n คิวบิตและ (1, 1, 0)-block-encoding ของ Ĩ สามารถสรางไดโดย
ใช multi-controlled CNOT gate โดยใหทุกคิวบิตหลักคุมคิวบิตตัวทด และ (1, 1, 0)-block-

encoding ของ L สามารถสรางไดโดยใชวงจรเลื่อนซาย (L-shift) ที่เสนอโดย (Camps et al.,

2024)ทำบนทั้งคิวบิตหลักและคิวบิตตัวทด แลวนำมาลบกันโดยใช LCU ตามบทตั้ง 2 โดยใส
X gate เพื่อเปลี่ยนเปนลบ ภาพวงจร L-shift เปนดังรูป 4.2 ภาพของวงจรบล็อกเอ็นโคดดิง
ของ Ĩ ,Φo

F แสดงตามในรูป 4.3 ตามลำดับ
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รูปที่ 4.2: วงจร L-shift (Camps et al., 2024)

รูปที่ 4.3: วงจร (1,1,0)-block-encoding ของ Ĩ และ (2,2,0)-block-encoding ของ
Φo

F

และพีระณัฐไดเสนอวงจร (2, 1, 0)-block-encoding ของ Φc
F สำหรับระบบมวลที่ N =

2n เมื่อ n ∈ I+ ดำเนินการบน n คิวบิตและ (1, 0, 0)-block-encoding ของ L̃ ใช L-shift ทำ
บน n คิวบิตหลัก แลวนำมาใสในวงจร LCU กับ X gate เพื่อเปลี่ยนเปนการลบ (วงจรของเม
ทริกซ I สามารถปลอยวางได เนื่องจากไมมีการเปลี่ยนแปลงสถานะ) ภาพของวงจรบล็อกเอ็น
โคดดิงของ Φc

F แสดงตามในรูป 4.4

รูปที่ 4.4: วงจร (2,1,0)-block-encoding ของ Φc
F
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ในกรณีที่ N ̸= 2n ผูเขียนเล็งเห็นวาลักษณะของเมทริกซ Φo
F ,Φ

c
F จะเขียนใหมไดวา

Φ
′o
F = Ĩ

′ − L′
=

Ĩ 0

0 0


2n×2n

−

L 0

0 0


2n×2n

(4.7)

Φ
′c
F = I

′ − L̃′
=

I 0

0 0


2n×2n

−

L̃ 0

0 0


2n×2n

(4.8)

ลักษณะขอสังเกตหลักในการสรางวงจรบล็อกเอ็นโคดดิงนี้คือ

1. ทั้ง Ĩ ′ และ I ′ ตางเปนเมทริกซคลายเมทริกซเอกลักษณ แตมีบางชวงที่เปน 0

2. ทั้งL′ และ L̃′ ตางเปนเมทริกซคลายเมทริกซเอกลักษณที่ถูกเลื่อนลงมา 1 แถว แตมีบาง
ชวงที่เปน 0

3. L̃′ มีคา 1 ในตำแหนงมุมขวาบน ในขณะที่ L′ มีคาเปน 0

4. วงจร L-shift ขางตนประพฤติตัวเหมือนกับการเลื่อนเมทริกซลงมา 1 แถว โดยคาใน
แถวสุดทายขึ้นไปแทนที่ในตำแหนงแถวบน

จากขอสังเกตที่วาดังกลาว ผูเขียนขอนำเสนออัลกอริทึมสำหรับสราง (1, 1, 0)-block-

encoding ของ Ĩ ′
, I

′
, L

′
, L̃

′ ดังที่ปรากฏอยูใน Algorithm 1
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Algorithm 1: Building a block encoding circuit of Ĩ ′
, I

′
, L

′
, L̃

′

Input: Number of masses N , case = {Ĩ ′
, I

′
, L

′
, L̃

′ }
Initiate a new circuit U with the number of qubits n+ 1 which
n = ⌈log2 N⌉
Set a stop condition depends on a case: g = 0 for I ′, and g = 1 for
Ĩ

′
, L

′
, L̃

′

procedure Add gate Ξg =
∑N−g−1

i=0 |i⟩⟨i|+
∑2n−1

i=N−g |i+ 2n⟩⟨i|+∑2n+N−g−1
i=2n |i⟩⟨i|+

∑2n+1−1
i=2n+N−g |i− 2n⟩⟨i|

Set h = 2n

Set array k[] for listing qubit index
for i = 1, 2, ... to n do

if h− 2n−i ≥ N − g then
add a NOT gate to all qubits listed in array k if k is not
empty
add a multi-controlled NOT gate (MCX) with control
qubits on all a ∈ {1, ..., i} and target qubit is the 0-th qubit
add a NOT gate to all qubits listed in array k if k is not
empty
add i in array k
h← h− 2n−i

end
end

if case is L̃
′ then

procedure Add gate
Mc =

∑2n+N−g−1
i=0 |i⟩⟨i|+ |2n+1 − 1⟩⟨2n +N − g|+ |⊥⟩⟨⊥|

bg ← convert 2n +N − g to binary with length n+ 1
for i = 1, 2, ... to n ▷ Loop through binary string
do

if bg[i] = ‘0′ then
add a CNOT gate with control qubit and target qubit
on 0-th and i-th qubits, respectively.

end
end

add gate L-shift Ln+1

end
if case is L

′ then
procedure Add gate
Mo =

∑2n−1
i=0 |i⟩⟨i|+ |2n+1 − 1⟩⟨2n +m|+ |⊥⟩⟨⊥| with any m in

{0, 1, ..., 2n − 1} such as CNOT (control on 0; target on 1) iff
N − g ≥ 2n−1

add a L-shift gate Ln+1

end
Output: circuit U
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พิจารณา Ξg : การสรางวงจรดังกลาวเปรียบเสมือนการสลับแถวเพื่อเอาคาออกนอก
บล็อกการคำนวณ โดยหากเริ่มตนพิจารณา CNOT gate(control:1, target:0) สำหรับคิวบิต
หลัก n ตัว จะทำใหบล็อกเอ็นโคดดิงมีคาเปน ∑2n−1−1

i=0 |i⟩⟨i| +
∑2n−1

i=2n−1 |i+ 2n⟩⟨i| + |⊥⟩⟨⊥|

กลาวคือ คา 1 ในแนวทแยงมุมถูกสลับไปครึ่งนึงของบล็อก หากเพิ่มตัว control เปน CNOT

gate(control:1,2 , target:0) จะทำใหบล็อกเอ็นโคดดิงมีคาเปน ∑2n−1+2n−2−1
i=0 |i⟩⟨i| +∑2n−1

i=2n+2n−2 |i+ 2n⟩⟨i| + |⊥⟩⟨⊥| กลาวคือ คา 1 ในแนวทแยงมุมถูกสลับไป 1
4 ของบล็อก เมื่อ

เพิ่ม control ไปเรื่อย ๆ จนเปน CNOT gate(control:1,2,...,N , target:0) จะทำใหบล็อก
เอ็นโคดดิงมีคาเปน ∑2n−1+2n−2+...+20−1

i=0 |i⟩⟨i| +
∑2n−1

i=2n+2n−2+...+20 |i+ 2n⟩⟨i| + |⊥⟩⟨⊥| =∑2n−1−1
i=0 |i⟩⟨i|+

∣∣2n+1 − 1
⟩⟨
2n − 1

∣∣+|⊥⟩⟨⊥| กลาวคือ คา 1 ในแนวทแยงมุมถูกสลับไป 1
2n ของ

บล็อก ซึ่งมีแคตัวเดียว ดังนั้น หากทำการเลือกคิวบิตสำหรับควบคุมอยางเหมาะสม (อาศัย X

gate เพื่อเลือกชวงสถานะ) ก็จะสามารถสลับ 1 ออกจากบล็อกไดโดยใชจำนวนเกต O(n)

พิจารณา Mc : การสรางวงจรดังกลาวเปรียบเสมือนการสลับที่ 1 ที่อยูในตำแหนง
|2n +N⟩⟨N | ใหไปอยูในตำแหนง ∣∣2n+1 − 1

⟩⟨
N
∣∣ โดยเราสามารถใส CNOT โดยใหคิวบิตตัว

ทดเปนตัวควบคุมไดโดยตรง เพราะคาอื่นจะสลับตำแหนงในบริเวณนอกบล็อก และสุดทายคา
ในตำแหนง |2n +N⟩⟨N | จะถูกเลื่อนลงและกลับไปโผลอยู ณ ตำแหนง |0⟩⟨N | ดวย L-shift

Ln+1 นั่นเอง การสรางวงจรในขั้นตอนนี้ใชจำนวนเกต O(n)

พิจารณาMo : การใสเกตดังกลาวเพื่อเปนการยายคา 1 ไปอยูในบริเวณลางขวาของเม
ทริกซบล็อกเอ็นโคด เพื่อไมใหมีคาโผลในบล็อกเมื่อใช L-shift Ln+1 การสรางวงจรในขั้นตอน
นี้ใชจำนวนเกต O(1)

ตัวอยางวงจรที่ไดจาก Algorithm 1 เปนดังในรูปที่ 4.5

เมื่อนำไปรวมกับวงจร LCU พรอมกับใส X gate เพื่อเปลี่ยนเปนลบ วงจรรวมทั้งหมด
จะออกมาดังรูปที่ 4.6
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I ′ Ĩ ′ L̃′ L′

N = 3

Ξ0 Ξ1 Ξ1 Mc

L8

Ξ1 Mo

L8

N = 5 L16 L16

N = 6 L16 L16

N = 7 L16 L16

N = 9 L32 L32

N = 10 L32 L32

N = 11 L32 L32

N = 12 L32 L32

1

รูปที่ 4.5: ตัวอยางผลลัพธวงจรบล็อกเอ็นโคดดิงของ B กรณี N ̸= 2n
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รูปที่ 4.6: วงจร (2,2,0)-block-encoding ของ Φ′o
F ,Φ

′c
F

สุดทายจึงนำบล็อกเอ็นโคดดิงของ M
1

2 ,ΦF ,W
1

2 มารวมกันดวยบล็อกเอ็นโคดดิงการ
คูณตามบทตั้ง 3 ทำใหไดวงจรดังรูปที่ 4.7 ทั้งนี้ เราไดแทรก 1 คิวบิตตัวทดเพื่อใชในการทำผล
คูณเทนเซอรในสวนถัดไป

รูปที่ 4.7: วงจร (2,4,0)-block-encoding ของ ของ B

สวนการสรางบล็อกเอ็นโคดดิงของ B† นั้นสามารถทำไดโดยการกลับดานวงจร B

ทั้งหมด ซึ่งสาเหตุที่ทำไดเพราะเกตที่ใชในบล็อกเอ็นโคดดิงมีคุณสมบัติเปนเมทริกซเฮอรมิ
เทียน ซึ่งการสรางวงจรดังกลาวสามารถเรียกใชคำสั่งของ Qiskit เพื่อทำการกลับวงจรได
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4.2 วงจรบล็อกเอ็นโคดดิงของ H

จากที่ (Babbush et al., 2023) ไดให H = −

 0 B

B† 0

 ซึ่งสามารถแยกออกมาไดวา

H = −
(0 1

0 0

⊗B +

0 0

1 0

⊗B†
)

(4.9)

ซึ่งบล็อกเอ็นโคดดิงของ
0 1

0 0

 กับ
0 0

1 0

 สามารถสรางไดโดยใชX gate และCNOT gate

ตามในรูปที่ 4.8 และนำมารวมกับวงจรบล็อกเอ็นโคดดิงของB,B† ดวยการคูณเทนเซอรตาม
บทตั้ง 4 ตามลำดับ จากนั้นจึงรวมทั้งสองเขาดวยวงจร LCU และใส rotation Y gate ดวยมุม
2π ตอทาย เพื่อเปนการคูณ −1 (การใสเกตนี้ พีระณัฐเปนคนคิดขึ้น) ทำใหผลลัพธของวงจร
เปนดังรูป 4.9

รูปที่ 4.8: บล็อกเอ็นโคดดิงจาก X gate และ CNOT gate

รูปที่ 4.9: วงจรบล็อกเอ็นโคดดิงของ H
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4.3 การสรางบล็อกเอ็นโคดดิงของเมทริกซ e−iHt

เนื่องจากคา α ของวงจรบล็อกเอ็นโคดดิงนี้เปน 4 (เกิดจากการรวม α จากสวน LCU

ภายนอกและการปรับสเกลผลจาก QSVT) ดังนั้นผลลัพธที่ไดจากบล็อกเอ็นโคดดิงสวนนี้เปน
0.25e−iHt ซึ่งจะหาไดจากการกำหนด H̃ เมื่อ H̃ = 1

2(
H
αH

+ I) โดยบล็อกเอ็นโคดดิงของ H̃
เปนดังรูป 4.10

รูปที่ 4.10: วงจรบล็อกเอ็นโคดดิงของ H̃

และสามารถแยกพจนคาชี้กำลังของเมทริกซ H̃ ใหอยูในรูปสมการของออยเลอร โดย
เขียนไดวา

e−iH̃τ = cos
(
H̃τ
)
− i sin

(
H̃τ
)

(4.10)

โดยที่ 0.25e−iH̃τ มีคาเทากับ

0.25e−iH̃τ = 0.25e−
iIτ

2 e
− iHτ

2αH (4.11)

= 0.25e−
iτ

2 e
− iHτ

2αH (4.12)

หากกำหนดให τ = 2αHt ซึ่ง t เปนคาเวลาที่ตองการจำลองระบบ จะไดวา

0.25e−iH̃τ = 0.25e−
iτ

2 e−iHt (4.13)

และสามารถกำจัดพจน e− iτ

2 โดยใส rotation Z gate ที่ปอนคา −τ ทำให

Rz(−τ)0.25e−iH̃τ = 0.25e−
iτ

2 e−iHte
iτ

2 (4.14)

= 0.25e−iHt (4.15)

จากขั้นตอนตามสมการกลาวไดวา เราสามารถสราง e−iHt ไดโดยการสราง H̃ ซึ่งไดจาก
การทำ LCU แลวนำมาหาฟงกชันไซนและโคไซนโดยใชวงจร QSVT ดังรูป 2.8 โดยปอนเฟส
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ที่ไดจาก QSPPACK ลงไป จากนั้นจึงนำมารวมกันดวยวงจร LCU พรอมใส Rz gate ไปดวย
ทำใหภาพรวมของการสรางวงจร e−iHt ปรากฏดังในรูปที่ 4.11 ทั้งนี้มีการคูณคา 0.5 ไปขาง
หนา เพราะเปนการปรับสเกลจากผลลัพธจากการทำฟงกชันโคไซนและไซน (ในสวนนี้พีระณัฐ
เปนผูทำทั้งหมด)

รูปที่ 4.11: วงจรบล็อกเอ็นโคดดิงของ e−iHt

4.4 วงจรทั้งหมดสำหรับการจำลอง
ทายที่สุด จึงทำการรวมบล็อกเอ็นโคดดิงกับออราเคิลสำหรับการเตรียมสถานะ ใหผล

เปนดังรูป 4.12 โดยที่คา 0.25 ในสถานะคิวบิตหลักจะตัดกัน ทำใหเหลือแตผลลัพธของ
e−iHt |ψ0⟩

รูปที่ 4.12: วงจรทั้งหมดสำหรับการจำลอง
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บทที่ 5

ผลการวิจัย
เนื้อหาในบทนี้จะแสดงถึงผลการทดลองจากการใชอัลกอริทึมที่สรางบล็อกเอ็นโคดดิง

B โดยประกอบสองสวนหลัก คือ เปรียบเทียบความลึก (depth) ของวงจรที่ไดกับวงจรที่ไดมา
จากเฟรมเวิรค FABLE และผลการจำลองการสั่นคูควบจากวงจรเปรียบเทียบกับการคำนวณ
เมทริกซปกติ และเนื่องจากขอจำกัดทางทรัพยากรดานหนวยความจำของการประมวลผล
และขอจำกัดทางชุดคำสั่ง จึงไมสามารถจำลองระบบมวลที่ใชเกิน 13 คิวบิตได หรือกลาวคือ
ไดเฉพาะกรณีจำนวนมวลอยูในชวง N ≤ 8

5.1 เปรียบเทียบความลึกวงจรเทียบกับวงจร FABLE
FABLE (Camps and Beeumen, 2022) เปนเฟรมเวิรคในการสรางบล็อกเอ็นโคด

ดิงสำเร็จรูป พัฒนาขึ้นบนไพทอนโดยอาศัย multi-controlled rotation gate ในการปรับ
สถานะคิวบิต FABLE มีจุดโดดเดนที่ถูกออกแบบมาเพื่อสรางเมทริกซหนาแนนและสามารถ
ใชงานไดดีในการบีบอัดเมทริกซลงในบล็อก อยางไรก็ตาม ใน (Camps et al., 2024) ได
ตั้งขอสังเกตวา FABLE อาจใชจำนวนเกตถึง O(N) ในบางระบบปญหา ทั้งนี้ ความลึกของ
วงจร (มองวาเปนความยาววงจรก็ได) สามารถใชบอกคุณภาพของวงจรได หากวงจรมีความ
ลึกมาก จะใชทรัพยากรในการจำลองมากและมีโอกาสเกิดขอผิดพลาดไดมากขึ้นหากนำไปรัน
บนเครื่องควอนตัมคอมพิวเตอรจริง ในงานวิจัยนี้ ผูเขียนไดทดลองเปรียบเทียบระหวางวงจร
จาก Algorithm 1 กับ FABLE โดยรับอินพุตเปนจำนวนมวล N สรางเปนบล็อกเอ็นโคดดิง
ของเมทริกซลาปลาซ F กรณีที่ไมพิจารณาคามวลและคานิจสปริง กลาวคือ คา F = BB† จาก
การวัดในชวง N = 2 ถึง 280 สำหรับระบบมวลเสนตรง ไดผลลัพธเปนดังรูป 5.1 และ สำหรับ
ระบบมวลวงกลม ไดผลลัพธเปนดังรูป 5.2
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รูปที่ 5.1: ผลลัพธการทดลองจากการวัดความลึกวงจร : ระบบมวลเสนตรง

รูปที่ 5.2: ผลลัพธการทดลองจากการวัดความลึกวงจร : ระบบมวลวงกลม
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5.2 ผลการจำลองการสั่นคูควบ
ระบบมวล 3 กอน

ในสวนนี้ ผูเขียนทดลองจำลองระบบมวล 3 กอน เชื่อมตอเปนวงกลม โดยกำหนด
ตัวอยางให m0 = 12,m1 = 30,m2 = 12 และให k0 = 0.89, k1 = 0.89, k2 = 0.2 โดยเริ่ม
ตนให x0(0) = −1, x1(0) = 0, x2(0) = 1 และ v0(0) = v1(0) = v2(0) = 0 โดยจำลองตั้งแต
ti = 0 จนถึง tf = 4.4 เวนระยะแตละชวง ∆t = 0.2 และให ϵ = 10−2 ระบบดังกลาวใชเวลา
ประมวลผลประมาณ 12 ชม. ใหผลดังรูปที่ 5.3

รูปที่ 5.3: ผลลัพธการทดลองระบบมวล 3 กอน

เนื่องจากผลลัพธจากทั้งสองฝงใกลเคียงกันมาก ผูเขียนจึงไดวัดความตางดวยคาคลาด
เคลื่อนสัมบูรณ (absolute error) ระหวางการจำลองโดยใชวงจรกับการคำนวณปกติ ใหผลดัง
รูปที่ 5.4
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รูปที่ 5.4: คาคลาดเคลื่อนสัมบูรณของการทดลองระบบมวล 3 กอน

ระบบมวล 6 กอน
ผูเขียนทดลองจำลองระบบมวล 6 กอน เชื่อมตอเปนเสนตรง โดยกำหนดตัวอยางให

m0 = 99999,m1 = 5,m2 = 2,m3 = 2,m4 = 5,m5 = 99999 และให k0 = k1 = k2 =
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k3 = k4 = k5 = 1 โดยเริ่มตนให x0(0) = 0, x1(0) = −1, x2(0) = 1, x3(0) = −1, x4(0) =

1, x5(0) = 0 และ v0(0) = v1(0) = v2(0) = v3(0) = v4(0) = v5(0) = 0 โดยจำลอง
ตั้งแต ti = 0 จนถึง tf = 6 เวนระยะแตละชวง ∆t = 0.4 และให ϵ = 10−2 สาเหตุที่กำหนด
มวลเชนนี้เนื่องจากตองการสังเกตพฤติกรรมของมวลm0 กับm5 ซึ่งตามทฤษฎี ทั้งสองกอนจะ
ประพฤติตัวเหมือนกำแพง โดยจะขยับดวย x ที่นอยมาก ๆ จากการทดลอง ระบบดังกลาวใช
เวลาในการประมวลผลประมาณ 52 ชั่วโมง ผลลัพธของการรันวงจรควอนตัมใหผลลัพธดังรูป
5.5 และมีคาคลาดเคลื่อนสัมบูรณดังรูป 5.6

รูปที่ 5.5: ผลลัพธการทดลองระบบมวล 6 กอน
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รูปที่ 5.6: คาคลาดเคลื่อนสัมบูรณของการทดลองระบบมวล 6 กอน

ระบบมวล 7 กอน
ผูเขียนทดลองจำลองระบบมวล 7 กอน เชื่อมตอเปนวงกลม โดยกำหนดตัวอยางให

m0 = m1 = m2 = m3 = m4 = m5 = m6 = 1 และให k0 = k1 = k2 = k3 = k4 =

k5 = k6 = 1 โดยเริ่มตนให x0(0) = x1(0) = x2(0) = x3(0) = x4(0) = x5(0) = x6(0) = 0
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และ v0(0) = −4, v1(0) = 2, v2(0) = −1, v3(0) = 0, v4(0) = 1, v5(0) = −2, v6(0) = 4

โดยจำลองตั้งแต ti = 0 จนถึง tf = 6.8 เวนระยะแตละชวง ∆t = 0.4 และให ϵ = 10−2 โดย
สามารถเห็นการสั่นเปนคาบ (periodic) ไดจากระบบนี้ ระบบดังกลาวใชเวลาในการประมวล
ผลประมาณ 60 ชั่วโมง ผลลัพธของการรันวงจรควอนตัมใหผลลัพธดังรูป 5.7 และมีคาคลาด
เคลื่อนสัมบูรณดังรูป 5.8

รูปที่ 5.7: ผลลัพธการทดลองระบบมวล 7 กอน
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รูปที่ 5.8: คาคลาดเคลื่อนสัมบูรณของการทดลองระบบมวล 7 กอน
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บทที่ 6

สรุปงานวิจัย
วิทยานิพนธฉบับนี้เปนการศึกษาการสรางวงจรควอนตัมเพื่อศึกษาและจำลองระบบ

การสั่นคูควบ โดยอาศัยหลักการของบล็อกเอ็นโคดดิงควบคูกับ QSVT ในการสรางวงจร โดย
เมทริกซที่นำมาใชไดมาจากการจัดรูปเมทริกซตามสมการของระบบมวลติดสปริงและทำให
อยูในรูปที่เหมาะสมเพื่อจำลองระบบดังกลาวบนควอนตัมตามแนวคิดที่ (Babbush et al.,

2023) ไดวางไว โดยงานนี้ไดออกแบบอัลกอริทึมสำหรับการสรางบล็อกเอ็นโคดดิงของเม
ทริกซอุบัติการณ B เพื่อสรางบล็อกเอ็นโคดดิงของเมทริกซ H โดยอาศัยวงจรบล็อกเอ็นโคด
ดิงที่มีอยูในงานวิจัยอื่นมาประกอบ ภายหลังจากการประกอบรวมเขากับวงจรสวนอื่นเพื่อ
สรางบล็อกเอ็นโคดดิงของ e−iHt และปอนออราเคิลของสถานะเริ่มตน จึงคอยนำไปใชในการ
จำลอง ภายในงานวิจัยนี้ทดลองกับระบบมวล 3 กอน, 6 กอน และ 7 กอน ตามลำดับ พรอม
ทั้งนำวงจรที่สรางขึ้นจากอัลกอริทึม สรางบล็อกเอ็นโคดดิงของเมทริกซลาปลาซและเปรียบ
เทียบกับวงจรบล็อกเอ็นโคดดิงจากเฟรมเวิรคที่มีอยูแลว โดยสรุปผลการทดลองไดดังนี้

เมื่อนำวงจรบล็อกเอ็นโคดดิงของ B จากอัลกอริทึมมาสรางบล็อกเอ็นโคดดิงของเม
ทริกซลาปลาซ และนำมาเปรียบเทียบกับวงจรบล็อกเอ็นโคดดิงของเมทริกซลาปลาซที่ได
จากเฟรมเวิรค FABLE จะเห็นไดชัดเจนวาวงจรจากทั้งสองแหลงมีจำนวนความลึกโตเปน
เลขชี้กำลังโดยขึ้นกับจำนวนคิวบิตหลักที่ใช โดยผลลัพธวงจรจากอัลกอริทึมของทั้งสองระบบ
ใชความลึกนอยกวาผลลัพธวงจรของเฟรมเวิรค FABLE อยางชัดเจน โดยในระดับที่ใชคิวบิต
หลักเทากัน วงจรที่ไดจากอัลกอริทึมของระบบมวลเสนตรงจะมีความลึกแตกตางกันมากกวา
ระบบมวลแบบวงกลม ในขณะที่วงจรของทั้งสองระบบจาก FABLE ไมเห็นความแตกตางได
อยางชัดเจน

ผลลัพธการทดลองจากมวล 3 กอน ดวยชวงและเงื่อนไขเริ่มตนดังกลาว ทำใหเห็นวา
มวลทั้ง 3 กอนเคลื่อนที่ดวยอัตราเร็วที่ต่ำและไมเห็นคาบของการสั่น ผลการจากการจำลอง
ใกลเคียงกับการคำนวณปกติ โดยการกระจัดมีคาความคลาดเคลื่อนสัมบูรณเฉลี่ยของทุก
t เทากับ 2.41 × 10−5 และความเร็วมีคาความคลาดเคลื่อนสัมบูรณเฉลี่ยของทุก t เทากับ
9.65× 10−6 (หนวยธรรมชาต)ิ
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ผลลัพธการทดลองจากมวล 6 กอน ดวยชวงและเงื่อนไขเริ่มตนดังกลาว ทำใหเห็นวา
มวลm2 และm3 เคลื่อนที่ดวยอัตราเรงสูงและเห็นการแกวงเปนคาบชัดเจน ในขณะที่มวลm1

และm4 เคลื่อนที่ดวยอัตราเรงต่ำและไมเห็นการแกวงเปนคาบ ในทางกลับกันm0 และm5 ไม
เคลื่อนที่ ซึ่งเปนไปตามสมมติฐานที่วางไว ผลการจากการจำลองใกลเคียงกับการคำนวณปกติ
โดยการกระจัดมีคาความคลาดเคลื่อนสัมบูรณเฉลี่ยของทุก t เทากับ 4.38×10−5 และความเร็ว
มีคาความคลาดเคลื่อนสัมบูรณเฉลี่ยของทุก t เทากับ 1.17× 10−5 (หนวยธรรมชาต)ิ

ผลลัพธการทดลองจากมวล 7 กอน ดวยชวงและเงื่อนไขเริ่มตนดังกลาว ทำใหเห็นการ
สั่นเปนคาบของมวลทุกกอนยกเวน m3 ที่ไมเคลื่อนที่ โดยมวล m0 และ m6 มีการกระจัดและ
ความเร็วที่ลดลงในแตละคาบ ในขณะที่มวล m1,m2,m4 และ m5 มีการกระจัดและความเร็ว
ที่เพิ่มขึ้น ผลการจากการจำลองใกลเคียงกับการคำนวณปกติ โดยการกระจัดมีคาความคลาด
เคลื่อนสัมบูรณเฉลี่ยของทุก t เทากับ 1.65×10−4 และความเร็วมีคาความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ
เฉลี่ยของทุก t เทากับ 3.48× 10−5 (หนวยธรรมชาติ)

จากการผลทดลองทั้งหมดทำใหสรุปไดวา การสรางวงจรควอนตัมโดยใชบล็อกเอ็น
โคดดิงประกอบกับ QSVT ดังกลาว ใหผลลัพธการจำลองที่ชัดเจนโดยใหคาคลาดเคลื่อน
ในระดับที่ต่ำกวาที่กำหนดไว จึงกลาวไดวาวงจรบล็อกเอ็นโคดดิงในงานนี้สามารถจำลอง
โดยใหผลลัพธที่ถูกตองภายใตคาคลาดเคลื่อนที่กำหนดได และวงจรจากอัลกอริทึมมีจำนวน
ความลึกที่ต่ำกวาวงจรจากเฟรมเวิรค FABLE ซึ่งคาดคะเนไดวาวงจรจากอัลกอริทึมอาจให
ประสิทธิภาพการจำลองที่ดีกวาวงจรจากเฟรมเวิรค FABLE ดวย สิ่งเหลานี้เปนการยืนยัน
วาเราสามารถสรางและใชงานวงจรบล็อกเอ็นโคดดิงเพื่อการจำลองการสั่นคูควบของมวลติด
สปริงได

ทั้งนี้ หากพิจารณาการจำลองวิธีนี้เทียบกับทรอตเทอไรเซชัน ซึ่งเปนการแยกออกใน
รูปพจนคาชี้กำลังของเมทริกซจำนวนมากและจำเปนตองอาศัยขั้นตอนในการคำนวณ ซึ่งซับ
ซอนกวาเมื่อเทียบกับการแยกพจนใหอยูในรูปฟงกชันโคไซนและไซนโดยอาศัย QSVT ใน
การทำ การสรางวงจรดวยวิธีทรอตเทอไรเซชันอาจตองอาศัยเกตจำนวนมากและอาจเกิดคา
คลาดเคลื่อนมากกวา โดยในรายละเอียดอาจตองศึกษาควบคูกับอัลกอริทึมควอนตัมประเภท
อื่นซึ่งอาจเขามาชวยใหการจำลองโดยใชบล็อกเอ็นโคดดิงมีประสิทธิภาพดีมากขึ้น

อยางไรก็ตาม ขอจำกัดจากงานวิจัยฉบับนี้คือ ผลลัพธจากการจำลองยังตองอาศัยการ
ประมวลผลลัพธขอมูลจากเวกเตอรสถานะโดยตรง ซึ่งไมไดเกิดจากการวัดคาของความนา
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จะเปน ทำใหวงจรนี้ไมสามารถจำลองเพื่อใหไดผลลัพธบนเครื่องควอนตัมคอมพิวเตอรจริง
ได ประกอบกับหากระบบที่ตองการศึกษามีคามวลหรือคานิจสปริงแตละตัวที่ไมเทากันโดย
สิ้นเชิง อาจทำใหเราตองปอนคามวลเขาไปในบล็อกเอ็นโคดดิง M− 1

2 และ W
1

2 ดวยความลึก
วงจร O(N) ซึ่งทำใหเราไมสามารถใชประโยชนจากคุณสมบัติทางควอนตัมซึ่งคาดหวังใหใช
ทรัพยากรและการคำนวณในรูปพหุนามของ n หรือต่ำกวา และแนวทางการปรับปรุงวงจรนี้
ใหมีประสิทธิภาพมากขึ้นอาจตองศึกษากันตอไป
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