
�����   4

���������  � gn � 	
������
��������� � g0 ,  g1 ,  g2 , ... �  ���������������
����������


��������� � gn � = � 0, 1, 3, 6, 10,  ... �  �����������
������������� �������!�	


�"�����
��
��
��
���# 
�"�$%����	����&����������������$����'�	�'�������('��
'���
��� ���"������#�
	�'���
�")*��+ �$��,"��-  ���	����&�	

��#����$./����*'���
�"�'���	����&��$��"����� �0������1*�
�'����
�*�����!�����������
������������'���#  ����
�"���������� gn ����$%��*����������$���
��,�
�"���������'���������� (closed form)  ��������'����#����� gn = n( n + 1 ) / 2   (,������*�
���
�"�
'��� ��	
����*��(����&�������������(����

��
�  ����
�"����$%���������
����� gn

����('��������'��- �������
 (�����'������
���#����� gn = gn–1 + n ������
 n > 0 3��
�" g0 = 0 

) 
�"������'��	
��
��
����	������� (recurrent relation) 40"���������)0�5������


�" 5 	�������7�


���
�"�������������������,���'���# (	�'����������8*�����'��) (,����	
�
�#������
 � gn �

������7���������
�"������'�������
������
���� (generating function)

��������:.��+!�� G(x) = �
℘

[0n

n

n
xg �'��$%�:.��+!���'����������� � gn � 3��	
������
���

������������7���������
�"�� g
n

�$%����$����
��;��� xn  �����'���!'� :.��+!���'����������� �gn
� = � 0, 1, 3, 6, 10,  ... � ��(,� G(x) = 0x0 + 1x1 + 3x2 +6x3 + 10x4 + ...  �����(�����������#�'�
������7'����	
������
���������������7���������
���� ?  ������
�������#�'���'������
$./�������
3���!�:.��+!���'����������#� ��'������"���������*$	

	����&������������ 	�'
����������!�:.��+!���'���������������3�
�+ ����$%�:.��+!�������5&��,"� �����#��0��!�
(����*�
��(&��)����+�������������7����������8,"����*$	

$<�������$����
��; gn 
�"
������� :.��+!���'���������$%��(�,"���,�
��(&��)����+
�"���(�/���- �����	
�	��������
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��
�����
��������� ���
�#�������!������	����
3(��������!�������� (combinatorial 

structures) 
�"4�
4������������ ��

��#�����)0�5�������������:.��+!���'���������8,"�	
�
$./�������
�'��- 	������������:.��+!���'���������8,"������$����
��;���8��+�'��-

��������	
���
������������

$./���'��	��
�"����=>�:.�����,"��:.��+!���'����������#�(,� �����������:.��+!���'�����������
$./�������

�"�������	���� �����������'����������0"��8,"�	���
�"��	��	���*����
,#��
�������:.��+!���'��������

�����'��
�" 4-1 ����
��
���������������,����� 2 !�#������� 3 !�#�
�"��'���,�����

$./����#��'��� (����
(,� C(3,2) = 3 3���!�(����*����"����
�����,��
�"�������!�#������ 	�'
(�����#�������)0�5����	��$./����#������*$	

��0"� �����������
�#����!�#���#(,� � �

	�� � ���������,�������"!�#������
�#����������!�#���#(,� 1 + � + � + � + �� + 

��  + �� + ���  ������
�#���#� 8 ����  (3����� 1 	
�(����

�"��'��,��������!�#� 
	���(�,"������ + 	
�(���'� "��,�" ���(*&�����0� "	��" ) ��,"������������	�'���������� 
(��'��������'���,��	����������
���) �����#�����	
���/���5&+��"�����'��- ����������5� x

�����#����*$��8��+������������  1 + 3x  + 3x
2
 + x

3
 (�*�*$
�" 4E1�) �����������������������

��,����� 2 !�#���� 3 !�#�
�"��'���,����� ������('��
'���
���$����
��;���8��+ x2 
�"��('��
'���
 
3��,"����� x

2
 	
�������!�#�3��
�"���$����
��;�����������������
�"���������
'��������

������� ��������:.��+!��������	$� x 
�"������0#���#	����'�:.��+!���'��������

8��'���0������#����(�����*��0��'��������������'��������������� �7'�����������7����4#�� �8���
�����7�	�������,��
7�- ��&��'�������(����
 (�������	�����������:.��+!���'�����������
$./����#� ����'����������5&�
�"	������*$
�" 4E1� 	�'���$%��$����*$
�" 4E1�  (,�������"�
��������:.��+!�������������$./�� ������
$./�������,������������'��������!�#���#���

���������$%� ��8��+  (1 + �)(1 + �) (1 + �)  �'����(�������'������,�������������
��'��,����,���,�� � 	�������'��,����,���,�� � 	�������'��,����,���,�� �  (���#���'�
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�� (,� "��,�"  (*&(,� "	��")  ��,"�	
���/���5&+�'��- ����������5� x 	������*$��8��+��
��� (1+x)

3
 (�*�*$
�" 4E1�) 40"��$%�:.��+!��
�"����*��'�('����$����
��;��� x2  (,� C(3, 2) = 3  (���


F5G�


�����)

1 + � + � + � + �� + ��  + ��  + ���

1 + x + x + x + x
2
 + x

2
 + x

2
 + x

3

1 + x + x + x + xx + xx + xx + xxx

1 + 3x + 3x
2
 + x

3

���. ��� x
2

��� 3

( 1 + � ) ( 1 + � ) ( 1 + � )

( 1 + x ) ( 1 + x ) ( 1 + x )

( 1 + x )
3

���. ��� x
2

��� 3

(�) (�)
������ 4�1  ��	
��
�
��
��������	�����
������
��	���	

��������

�����'��
�" 4-2 �������������������,����� 5 !�#���������"$���H
 ( ☺ � � � ) 3��
�"�� ☺
� � 	�� � ��*' 6, 2, 3 	�� 3 !�#���������
  �����
��(�
�������,���'���������,�� �
	�� � $���H
����'��������0"�!�#� 	��������,�� ☺ �������!�#�

���������
�����$./����#������8��+

( 1 + ☺ + ☺ 2 )( 1 + � + � 2 ) (� + �2 + �3 ) (� + �2 + �3 )

�������������/���5&+
�"���������8��+����
���# �����0������,�����!�#���#�����- ������
��������� �!'� � 2 ����� � �  	
������,�� � ���	1'� ����������'�����������8��+��#
���- ���(��
��������$./���!'� 
���'���,�� ☺ �����'�������!�#�������� ☺ ���*$��
��������#�	�' 0 �0� 2  
���'�������,�� � ��'��������0"�������� � ���*$����������#�	�' 1 �$
��,"��- ���������!�#�
�"��
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�����#����	
���/���5&+�����"����
�#���������������5� x (��'��,��'����	
��!'���#��,"������
��������L8�����������������,�� �����'��������'���,��	�����	

���
���) �����
     (1 + x + x

2
 ) (1 + x + x

2
 ) (x + x

2
 + x

3
) (x + x

2
 + x

3
 ) = (1 + x + x

2
 ) 

2
 (x + x

2
 + x

3
 ) 

3

�$%�:.��+!���'��������
�"	
�$./��������� 3��
�"���$����
��;��� x5 (,�(����

�"�������

�����'��
�" 4-3 ����������(����
������������������ e1 + e2 + e3 = 4  ei ∇ 0, i = 1,2,3

$./����#	
��������:.��+!���'�������������'����#
               ( 1 + x + x

2
 + x

3
 + � ) ( 1 + x + x

2
 + x

3
 + � ) ( 1 + x + x

2
 + x

3
 + � )

:.��+!����#$����
��������'�� 	�'���'��	
�('�
�"�$%��$������	�'�����	$� 	�'���'��
$����
����8��+�'��- 
�"���!�#��������� x 	
�('�������	$� ��������:.��+!����#���*$���

��7��������� �
℘

[0k

k
k xa �����(����

�"�������(,� a4  
�"�$%����$����
��;���8��+ x4 ��,"����� 

a4 ��������������8��+�'��- 
�"����������(*&8��+���8��+�������'�����:.��+!��	������ 
x
4
 ��,"�8��+���8��+(*&���������������	�'��8��+�������� �����'���!'� ��������� x

0
, x

1

	�� x
3
 ��� �'��
�"��0"����	�������������
 
�"(*&������ x0x1x3 = x

0+1+3
= x

4
 ������������


�#����8��+�0�	
�('�������	$�
�#������� (e1 = 0, e2 = 1, e3 = 3) 
�"������	������ 4 ���
3�
�+  a4 �0��$%�1������������'��- �����������('�������	$�
�#�����8,"�������('� 4

����������'�:.��+!���'��������
�"������0#���#���������	
�������(����
����������&���1�
���������	$��
'���
 4 ���3�
�+	��� ���������	
�������(����
��1����������	$���('�
�
'���
 k ��-��� 40"�(,����$����
��;��� xk ��:.��+!���'�������� ( 1 + x + x

2
 + x

3
 + � )

3

�����'��
�" 4-4 �������8�"����������������	$���$./����������'��
�" 4-3 �$%� 0 ℑ e1 ℑ 3,   2 ℑ e2 ℑ 4 

	��  e3 ∇ 3   :.��+!���'��������
�"	
�$./����#���$%�

           ( 1 + x + x
2
 + x

3
 ) ( x

2
 + x

3
 + x

4
 ) ( x

3
 + x

4
 + x

5
 + x

6
 + � )

3��
�"����������'��- �������

�"��0"� 
�"���	��
�"������:.��+!����#	
�('�
�"�$%��$���������
	$� e1 e2 	�� e3 ��������
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�����'��
�" 4-5 �����������������$*����
,#������ 12 (���	����#���,���������) 
�8,#����� 2n

��� D (,��������$*����
,#��
7��*$	

 ���������	����&����$*����
,#�������������0"������
�����# (1 	
����$*8,#�
�"���� 0)

+ + + + +D = 1  + + …

	�����$����
   	��  ��������

+D = 1  + + + +… )( 1  + + + +… )( 1  +

����������'�
�"$���M�������
��#���(,� D ��"���� �����
D = 1  + D + D

(1)

���������$�������0"����$./����#(,� �����$*8,#�
�"���� 2n ��������
,#������ 12 �����
�����!�����
,#�������� n 	1'� ����&���#��������8���	('�������������$*3����'�������
������������$* �����#��0�������	
��������
,#��	�'��	1'�������� (1) ����������5� x

��0"���� �����  D(x) = 1 + x D(x) + x
2
 D(x)  ���������$����� D(x) = 1/( 1 � x � x

2
 )  3��
�"(��

��
(,����$����
��;��� x
n
  (:.��+!���'��������
�"�����#�������*'���*$	

$<�
�"�����
�������

�������������������$)

�����'��
�" 4-6 �������������������
�������*�('� k 
�
���������/ 1, 5, 	�� 10 
�


����&�
�"����!��L8�������/ 1 
�
�����
������ ��'�'���
�������
'��������
�����	


����� �����#������:.��+!���'��������������
���
�����������/ 1 
�
(,� (1 + x + x

2
 + x

3
 +�) 

����������'��*�('��������
�"
��(,������������� x ����������(,����$����
��; �����
�#������/ 1 

�
	�� 5 
�
����!�
�� �������:.��+!���'�������������
�������$%�  (1 + x + x

2
 + x

3
 +�)(1 

+ x
5
 + x

10
 + x

15
 + �) �����

�"�����#	
����
���������������/ 5 �����#������
������ 13


�
���������/ 1 ��
 5 
�
 ������������������
�������
'���
���$����
��;��� x13 = 2 
�"��
��� x3x10 	�� x

8
x
5

��
������������������:.��+!���'��������������
������3���!������/ 1, 5, 	�� 10 
�
�$%� 
( 1 + x + x

2
 + x

3
 +� )( 1 + x

5
 + x

10
 + x

15
 + � ) ( 1 + x 

10
+ x

20
 + x

30
 +� ) (����
������


������ k 
�
��(,����$����
��;��� xk
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�����'��
�" 4-7 �������������/	

 1, 5, 	�� 10 
�
������������ ���������������������'��������
�*�����(�,"���,"� (���������
��������'��������) �$%������� n �����/
�"����*�('�	����$%����� k

�


��&�
�" n = 1 (,���&�
�"��'����	('�����/����� ��
���$%��$��������&�(,���'�����/ 1 
�
 1 
�����/ ��,� 5 
�
 1 �����/ ��,� 10 
�
 1 �����/  �����:.��+!���'���������$%� (x + x

5
 + x

10
 )

��&�
�" n = 2 (,����������' 2 �����/ ������:.��+!���'���������$%� ( x + x
5
 + x

10
 ) ( x + x

5
 + x

10
 )

�����
	��	
������'�����/
�"��0"�	�������

�"���	
������'�����/
�"��� �����'���!'� ���
��'������������/	���������� 11 
�
���������(,���'�����/ 1 ������������/ 10 (	
�����
8��+ xx

10
 ) 	�������'�����/ 10 ������������/ 1 (	
�����8��+ x10x )

������
��&� n ��- �������:.��+!���'���������$%� ( x + x
5
 + x

10
 )

n
 3��(����
���$%�

���$����
��;��� xk  ����7������������:.��+!���'����������#

������$���
�
��
:.��+!���'����������������'����#��
�����'��
�" 4-6 
�"����*1���1��(����- ��� 	�'
(�������	����'�������� �������'��
�" 4-6 ����������
������������ k 
�
 ���
���!���"
�����/�������'�!'��,"���� 	�������
��������/
�"
��(,��������'���� 	�'�������
���
:.��+!���'���������������'��
�" 4-6 �0�	
�!�����������/  ���&�
�"$./���������'����# ���

��(�
�'�������'������ n �����/ 	��������������
�����'�����/���� �����#�	�'�������
�0�
	
������
��������'�����/ (3��	�'��(��#���'����8��������&���,"������������/���!���)

�����'��
�" 4-8 (�����#����������,"������������������/
�"��'���������*�����(�,"���,"��������'��
�" 4-7
��� 	�����������������������'�����$%��������*�('� k 
�
�����*� ����������/���!���(,� 1, 5 
	�� 10 
�
 (�����"�����/����� 	�'�������������

�"��'�����/����)

���:.��+!���'�������� ( x + x
5
 + x

10
 )
n
 �����&���'�����/�$%������� n �����/������ k 
�
��

�����'��
�" 4-7  ��������������$%���������
��&��!���"�����/����� 3�����	����&�������
�����/��
7�- ��&���� �������:.��+!���'��������

            1 + ( x + x
5
 + x

10
 ) + ( x + x

5
 + x

10
 )
2
 + ( x + x

5
 + x

10
 )
3
 + ...
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��"�(,���������:.��+!��
�"	
����������������'�����*�('� k 
�
3���!� 0 �����/ 1 �����/ 2 
�����/ 3 �����/ 	����&��!'���#�$��,"��- ����������$����
��;��� x

k
 ����7������������

:.��+!�������������
���#�$%�(����


���:.��+!���'����������#�$����
�$�������
��	�����(*&������8��+
�"���������'��- ��� 
���
���$%��8��������
7
����,�����(����
 �'�����(*&��#��$%����	
�������$����
���
��,���'��- 
�"��,�����8,"�������(����
 ����������'����(*&������8��+
�"���������'��- �����#� ��
�$%�������������������'���#������������ 
�"	
�(����
��0"�- ��,"�������������$%���7���

������ �
℘

[0k

k
k xa  �����	����'����$����
��;��� x

k
 ��#�	
����������8��+ x

k
 ������ ��"�(,�

��
������
7�- ��&�

�'�����0������#	�����������'����(������)����+���:.��+!���'��������
�"�!�	
�$./�������
 
�8���(�������(�����������#�'���,"������:.��+!���'�����������	��� ����������"�(*&8��+�'��- 
������	�����8��+
�"�����������,�����������������0���������$%���7���������
�"���$����
��;
�$%�(����
��'����#���,� ? �������
���!'���#��������'�'��������
����7�	����&�	�����
 (���
���)����+���:.��+!���'����������*'���
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