
 
 

 

ในบทนี้เราจะมาดูโครงสรางตนไม (ตอไปนี้จะเรียกวา tree ดวย)  

ลักษณะทั่วไปของโครงสรางตนไม 
ตัว tree นั้นจะมีลักษณะดังรูป 6.1  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูป 6.1 ลักษณะทั่วไปของ tree 

ซึ่งดูเปนตนไมที่กลับหัว ซึ่งมี โนด และกิ่งตอกันไปเรื่อยๆ โดย โนด หนึ่งๆมีก่ีก่ิงก็ได 
สวนประกอบโดยทั่วไปของ tree จะเปนดังรูป 6.1 คือ 
• ตัว โนด บนสุดจะเรียกวาเปน ราก (root) ของ tree  
• tree สวนยอย (มี โนด 2  เปน root) เรียกไดวาเปน subtree ของ treeใหญ 
• โนด 1 จะเปน บัพแม (parent) ของ โนด 2,5,6  สวน โนด 2 เปน parent ของ โนด 3,4 หรือ

เรียกอีกอยางวา โนด 3,4 เปน บัพลูก (child) ของ โนด 2  

บทที่ 
โครงสรางตนไม 

5. 2. 

1. 

4. 3. 

6. 

6. 
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• โนด 3 เปนบัพพี่นอง (sibling) กับ โนด 4 
• ถามีความสัมพันธแบบ parent ต้ังแตหนึ่งทอดขึ้นไป เราเรียกวา บัพบน (ancestor) เชน 

โนด 1 เปน ancestor ของ โนด 7 
• โนด ที่ไมมีก่ิงออกไป เราเรียกวา บัพใบ หรือ ใบ (leaf) เชนในรูป 6.1 leaf คือ โนด 3, 4, 5 

และ 7  
• เราจะสังเกตไดวา มีแค 1 เสนทาง (path) จาก root ไปยัง โนด แตละ โนด เทานั้น 
• ความลึก (depth) ของ โนด ni คือความยาวของ path จาก root ถึง nI  ตัวอยางเชน depth ของ 

โนด เบอร 7 คือ 2 
• ความสูง (height) ของ โนด ni คือความยาวของ path ที่ยาวที่สุดจาก nI ถึง leaf  ตัวอยางเชน 

height ของ โนด เบอร 7 คือ 0 และ height ของ โนด เบอร 1 คือ 2 
• height ของ tree ก็คือ height ของ root นั่นเอง ถา tree มีแค root เราให height เปน 0 และถา 

tree เปน empty tree เราให height เปน -1  
• height ของตนไมใดๆ จะเทากับ height ของ subtree ที่สูงที่สุด บวกดวย 1 
• ระดับ (level) ของ โนด คือ ลําดับช้ันของ โนด นั้น โดย  child ของ โนด หนึ่งๆจะมีระดับ1 

ระดับมากกวา parent ของมัน (root ถือวามีระดับเปน 0)  

แนวคิดในการสรางตนไมโดยทั่วไป 
โดยทั่วไป ถาใหแตละ โนด มีก่ีก่ิงก็ได เราไมมีทางกําหนดจํานวนกิ่งที่แนนอนได เพราะไมรูวา
จะครบหรือเปลา และการเตรียมกิ่งไวลวงหนามากๆก็เปนการเปลืองหนวยความจําโดยใชเหตุ
วิธีหนึ่งที่อาจแกปญหานี้ไดคือ ใหแตละ โนด เก็บขอมูลดังรูป 6.2 
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รูป 6.2  โนด ของตนไมแบบท่ัวไป   

 
ถาใชโครงสรางขอมูลแบบในรูป 6.2 เราจะสามารถเติมกิ่งใหมเมื่อไรก็ได ตัวตนไมจากรูป 6.1
จะกลายเปนดังรูป 6.3  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูป 6.3 ลักษณะของตนไมจากรูป 6.1 ท่ี ทําจากแนวคิดในรูป 6.2  

นี่ก็เปนแนวคิดในการเขียนโครงสรางตนไมอยางคราวๆ แตวาในหนังสือเลมนี้เราจะไมสน 
โครงสรางตนไมแบบนี้ เราจะสนแตโครงสรางตนไมที่มีไดอยางมากที่สุด 2 ก่ิงเทานั้น (binary 
tree) 
 

ขอมูล 

Link ไปยังลูกกิ่งแรก (first 
child) 

Link ไปยัง sibling ถัดไป  

1 

2 5 

3 

6 

4 7 
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อันดับสองที่ดู 
เปน subtree 

ซึ่งภายในก็
จะเรียงดูแบบ 
preorder 

อันดับ4 ที่ดู เปน 
subtree 

ซึ่งภายในก็
จะเรียงดูแบบ 
preorder 

ประโยชนของโครงสรางตนไม 
อยางแรกที่เห็นชัดสุดๆก็คงจะเปนโครงสราง directory หรือ folder ในระบบปฏิบัติการของเรา
นั่นแหละ ทั้งวินโดวส ยูนิกซ การใชโครงสรางตนไมมีความงาย และยังทําใหของที่อยูตาง 
folder ใชช่ือเหมือนกันได 

รูปแบบการเรียงดูสมาชิกภายในตนไม 
ยามที่เราเขียนโปรแกรมเพื่อตรวจสอบสมาชิกในตนไมจําตองมีวิธีการที่แนนอนเพื่อไมใหมี 
โนดไหนหลุดรอดจากการสํารวจไป ในปจจุบันมี 4 วิธีหลักๆที่นิยมใชในการเรียงดูสมาชิก
ภายในตนไม ดังนี้ 

กอนลําดับ (preorder)  
คือการดูของจาก root โนด ที่เราเริ่มพิจารณา แลวจึงไปดูของใน subtree โดยใน subtree ก็เริ่มดู
จาก root โนด เชนเดียวกัน ทําอยางนี้ซ้ําไปเรื่อยๆ รูป 6.4 แสดงการเรียงสมาชิกในตนไมของรูป 
6.1 แบบ preorder 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูป 6.4 การเรียงดูสมาชิกของตนไมแบบ preorder 

ผลการเรียงสมาชิกใน โนด จากรูป 6.4 คือ 1,2,3,4,5,6,7 

5. 2. 

1. 

4. 3. 

6. 

6. 

อันดับแรกที่ดู 

อันดับ3 ที่ดู
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หลังลําดับ (postorder) 
คือการเรียงดู subtree ทั้งหมด แลวจึงมาดูของใน root ซึ่งภายใน subtree นั้นก็ตองมีการเรียงดู
แบบเดียวกัน เพราะฉะนั้นถาเราเรียงสมาชิกใน tree ในรูป 6.4 แบบ postorder จะไดผลลัพธเปน 
3,4,2,5,7,6,1 

ตามลําดับ (inorder)   
คือการเรียงสมาชิกโดยสมาชิกของ subtree ดานซายของ root จะถือวาตองมากอน root สวน
สมาชิกของ subtree ที่อยูดานขวาของ root จะถือวามาทีหลัง root นอกจากนี้สวนขางในตัว 
subtree ก็ใชวิธีการเรียงอยางเดียวกัน ดังนั้นถาดูจากรูป 6.4 (ไมนับ subtree ที่มี 5 เพราะไมรูจะ
จัดอยูขางไหนของ root)  เราจะเรียงสมาชิกไดเปน 3,2,4,1,6,7 

การคนหาในแนวกวาง (breadth-first search) 
วิธีการสามแบบแรกที่กลาวมาขางตนนั้น เปนวิธีการคนหาในแนวลึก (depth-first search) ซึ่งถา
มีการดู subtree ใดแลวจะตองตรวจสอบทั้ง subtree นั้นใหเสร็จ จึงจะสํารวจ root หรือ subtree 
อื่นๆที่เปน sibling ตอไปได วิธีการตรวจสอบแบบ breadth-first จะตรวจสอบทีละระดับของ 
tree โดยเริ่มจากระดับของ root ดังนั้น tree ในรูป 6.4 จะมีการเรียงสมาชิกไดเปน 1,2,5,6,3,4,7 
 
แนวคิดในการเขียนโปรแกรมเพื่อทําการคนหาแบบนี้ก็จะตางจากสามแบบแรกอยางสิ้นเชิง 
สําหรับสามแบบแรกนั้น ถาเรารูวาจะทําตนไมของเราแบบใดเราก็สามารถประยุกตใช 
recursion ไดอยางไมยากนัก แตการคนตนไมเปนระดับๆนั้นยากที่จะใช recursion ดังนั้นจึงมี
การนําแถวคอย (คิว) เขามาชวย  
 
โดยตอนที่ดูโนดโนดหนึ่ง เราจะบันทึก child ของโนดนั้นลงในคิวที่สรางไวสําหรับเก็บโนด 
ในระดับถัดลงมา (next level queue) เชน ถาเรามีตนไม expression tree ของ (a+(b*c))*(d-e) ดัง
รูป 6.5  
 
 
 
 
 



200 โครงสรางตนไม วิศวกรรมคอมพิวเตอร จุฬาฯ   
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูป 6.5 expression tree 

ขั้นตอนการทําการคนหาในแนวกวางจะเปนดังนี้ 
1. เมื่อเราดู root เราจะบันทึก child โนด ของ root ไวบน next level queue ดังนั้น ในขั้นนึ้ 

next level queue มี + กับ – 
2. update ให this level queue = next level queue แลว เคลียร next level queue 
3. สํารวจ this level queue จะพบ + เปนตัวแรก ตอนนี้ใหดูตัวตนไมแลวใสลูกของ + ลง

ใน next level queue นั่นคือ ในตอนนี้ next level queue = a,* 
4. สํารวจ this level queue ตอ จะพบ – เปนสมาชิกตัวตอมา ใสลูกของ - ลงใน next level 

queue นั่นคือ ในตอนนี้ next level queue = a,*,d,e 
5. ไมมีสมาชิกใน this level queue แลว ดังนั้น update ให this level queue = next level 

queue นั่นคือ this level queue = a,*,d,e 
6. เริ่มเยี่ยม this level queue ต้ังแตตนอีกครั้ง และทําซ้ําไปเรื่อยๆ 

 
จะเห็นไดวาเราไดสํารวจสมาชิกของตนไมนี้เรียงตามระดับจริงๆ 
 
 
 
 

d 

- 

e 

* 

a 

+ 

* 

c b 
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แบบฝกหัด 

1. จงเรียงสมาชิกในตนไมตอไปน้ีแบบ preorder inorder และ postorder 

 

 

 

 

 

   

2. จงเรียงสมาชิกของตนไมจากรูป 6.5 แบบ preorder inorder และ postorder 

3. ถามี postfix notation     abc*+de-* 

จงเสนอวิธีการทํา postfix notation นี้ ใหเปน expression tree 

4. จงสราง Java class ที่ เปนตนไมในแบบของรูป 6.3 ขึ้นมา  
 
 

ตนไมแบบทวิภาค (Binary Tree) 
เปนตนไมที่แตละ โนด มีก่ิงออกไปไดมากที่สุดสองกิ่ง ดังนั้นอาจมีก่ิงเดียวในทุกระดับก็ได ซึ่ง
ก็จะกลายเปน linked list ไป หรืออาจเรียกอีกอยางไดวา skewed tree หรือ chain ดังรูป 6.6 
 
 
 
 
 

a 

c t 

o d e n 

f k s m g l 
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รูป 6.6 Skewed tree 

สวน binary tree ที่เปนรูปสามเหลี่ยมอยางสมบูรณ ไมขาด leaf ใดๆในระดับของ leaf ที่สูงที่สุด 
เราเรียกวาเปนตนไมแบบเต็มตน (full binary tree หรือ perfectly balanced tree) ดังรูป 6.7  
 
 
 
 
 
 

รูป 6.7 ตนไมแบบเต็มตน 

สวน binary tree ที่เต็มถึงระดับกอน leaf ที่สูงที่สุดแตระดับของ leaf ที่สูงที่สุดอาจไมเต็ม (แตยัง
มี leaf เติมใสตนจากซายไปขวา) เรียกวา ตนไมบริบูรณ (complete tree) ดังรูป 6.8  
 
 
 
 
 
 
 

รูป 6.8 ตนไมบริบูรณ 

 

A 

E 

O 

N 

X T 
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ตนไมแบบเต็มตนถือวาเปนตนไมบริบูรณแนนอน แตตนไมบริบูรณไมจําเปนตองเต็มตน มี
ขอสังเกตอีกอยางคือ ถาเราเอาสมาชิกของตนไมบริบูรณใสในอารเรย โดยเรียงใสแบบตามแนว
กวาง (breadth-first) สมาชิกที่ตําแหนง i จะมีลูกซายอยูที่ตําแหนง 2i+1 และลูกขวาอยูที่ตําแหนง 
2i+2 สวนตัว parent ของ i จะอยูที่ตําแหนง (i-1)/2 (ปดทศนิยมทิ้งไป) ตัวอยางเชนถานําตนไม
ในรูป 6.8 มาใสในอารเรย เราจะได  
 
A N E T O X 
 
จากอารเรยนี้ index ของ E คือ 2 จากกฎขางตน ลูกซายของ E จะตองมี index =2*2+1 =5 ซึ่งก็คือ 
X นั่นเอง เปนไปตามที่มีในตนไมจริงๆ สวน parent ของ E ก็จะมี index = (2-1)/2 = 0 เมื่อปดลง
แลว ซึ่งก็เปนจริงตามที่มีในตนไม  
 
นอกจากนี้ยังมี binary tree อีกแบบที่จะตองเปน empty tree หรือไมก็มี non-leaf node ที่ตองมี
สองกิ่งเทานั้น binary tree แบบนี้เราเรียกวา two-tree  จากรูป 6.8 ถาเราตัด โนด ที่มี X ทิ้งไป 
ตนไมในรูปก็จะเปน two-tree และจากนิยามของ two-tree ตนไมแบบเต็มตนจะตองเปน 
two-tree แนๆ (แต two-tree ไมจําเปนตองเต็มตน) 
 

ทฤษฎีตางๆของตนไมทวิภาค 
 ถาเราให  
• leaves(t) แทนฟงกช่ันที่บอกจํานวนใบของตนไม t 
• n(t) เปนจํานวน โนด ของ ตนไม t  
• height(t) เปนความสูงของตนไม t  
• leftsubtree(t) เปนตนไมยอยดานซายของ t 
• rightsubtree(t) เปนตนไมยอยดานขวาของ t 
• max(a,b) เปนคาที่มากที่สุดเมื่อเทียบ a กับ b 
 
สําหรับตนไมทวิภาคที่ไมใชตนไมวาง จะมีความสัมพันธระหวางฟงกช่ันตางๆดังนี้  



204 โครงสรางตนไม วิศวกรรมคอมพิวเตอร จุฬาฯ   
 

นิยามที่ 6-1  
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นิยามที่ 6-2  
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นิยามที่ 6-3  

ถา t เปน two-tree แลวละก็ 
0.2

1)()( +
=

tntleaves  

นิยามที่ 6-4  

ถา 
0.2

1)()( +
=

tntleaves แลวละก็ t เปน two-tree แนนอน 

นิยามที่ 6-5  

ถา t เปนตนไมแบบเต็มตน แลวละก็ )(2
0.2

1)( theighttn
=

+  

นิยามที่ 6-6  

ถา )(2
0.2

1)( theighttn
=

+  แลวละก็ t เปนตนไมแบบเต็มตน 

 
 
อยาลืมวาเราใช 2.0 เพราะฉะนั้นคาจากสูตรเหลานี้ผมจะถือวาเปนทศนิยมนะ เพราะจํานวนเต็ม
จะใชกับกฎขอ 4 ไมได ลองสังเกตดูจากรูป 6.9 ถาเราใชจํานวนเต็ม leaves(t) ก็จะมีคา (n(t)+1)/2 
แตเราเห็นไดชัดวาตนไมในรูปนี้ไมใช two-tree 
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รูป 6.9 ตนไมท่ีผิดกฎขอ 4 เพราะเราใชจํานวนเต็ม 

กฎทุกขอสามารถพิสูจนไดดวยวิธีอุปนัยทางคณิตศาสตร (math induction) โดยใชความสูงของ
ตนไมเปนหลัก  

พิสูจนนิยาม 6-1 

0.2
1)()( +

≤
tntleaves  

 
base case คือเมื่อ t เปน ตนไมที่มีแตราก 
 1)( =tleaves   

    1  
2.0

1n(t)
=

+ ซึ่งเห็นชัดวาทําใหสมการเปนจริง 

inductive case คือ เมื่อ t เปนตนไมที่สูง   h  

ให 
0.2

1)()( +
≤

tntleaves  

สิ่งที่ตองพิสูจน คือ เมื่อ t เปนตนไมที่สูง  h+1 แลว 
0.2

1)()( +
≤

tntleaves  

ในกรณีนี้ เราได  

 
2.0

1tree(t))n(rightsub  
0.2

1ree(t))n(leftsubt           

t))htsubtree(leaves(rig))tsubtree(tleaves(lef  leaves(t)
+

+
+

≤

+=
 

โดยแทนคาจาก inductive case ลงไปได เพราะ leftsubtree กับ rightsubtree ของ t เปนตนไม
ที่สูง h  
 

A 

E 

O 

N 
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เรารูวา 1 tree(t))n(rightsub  ree(t))n(leftsubt  n(t) ++=  
เพราะฉะนั้นเราสามารถแทนคา n(t) ลงไปในอสมการได ผลคือได 

0.2
1)()( +

≤
tntleaves  

 ซึ่งเปนสิ่งที่เราตองการพิสูจนจริงๆ 

พิสูจนนิยาม 6-2 
height(t)2 

2.0
1n(t)
≤

+  

 

base case คือเมื่อ t เปน ตนไมที่มีแตราก 

   1  
2.0

1n(t)
=

+  

 1  2 2 0height(t) == ซึ่งเห็นชัดวาทําใหสมการเปนจริง 
inductive case คือ เมื่อ t เปนตนไมที่สูง   h  

 ให height(t)2 
2.0

1n(t)
≤

+  

สิ่งที่ตองพิสูจน คือ เมื่อ t เปนตนไมที่สูง  h+1 แลว height(t)2 
2.0

1n(t)
≤

+  

 

 ในกรณีนี้เราไดคา  

)(

1)))(()),((max(

)))(()),((max(

))(())((

2
2

2*2
22

0.2
1tree(t))n(rightsub

0.2
1ree(t))n(leftsubt

2.0
11tree(t))n(rightsubree(t))n(leftsubt  

2.0
1n(t)

theight

teerightsubtrheightteleftsubtreheight

teerightsubtrheightteleftsubtreheight

teerightsubtrheightteleftsubtreheight

≤

≤

≤

+≤

+
+

+
=

+++
=

+

+

 

    
 ซึ่งไดตามที่เราตองการพิสูจน 
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พิสูจนนิยาม 6-3 
ถา t เปน two-tree แลวละก็ 

0.2
1)()( +

=
tntleaves  

 
base case คือเมื่อ t เปน ตนไมที่มีแตราก 
 1)( =tleaves  

   1  
2.0

1n(t)
=

+  ซึ่งเห็นชัดวาทําใหสมการเปนจริง 

inductive case คือ เมื่อ t เปน two-tree ที่สูง   h  

  ให 
0.2

1)()( +
=

tntleaves  

สิ่งที่ตองพิสูจน คือ เมื่อ t เปน two-tree ที่สูง  h+1 
 ในกรณีนี้เมื่อเราดูที่ t  
 t))htsubtree(leaves(rig  ))tsubtree(tleaves(lef  leaves(t) +=  
  

เพราะวา ทั้ง leftsubtree(t) และ rightsubtree(t) ตางก็เปน two-tree ดังนั้น จาก inductive case 
เราจะไดวา 

 
2.0

1tree(t))n(rightsub  
0.2

1ree(t))n(leftsubt  leaves(t) +
+

+
=  

 
เรารูวา 1 tree(t))n(rightsub  ree(t))n(leftsubt  n(t) ++=  
ดังนั้นแทนคานี้ลงไปในสมการของ leaves(t) จะได 

0.2
1)()( +

=
tntleaves ตามนิยาม 

 
แบบฝกหัด 

1. จงพิสูจนนิยามที่ 6-4 ถึง 6-6 
 
 
จากนิยามที่ 6-5 และ 6-6 เราจะเห็นวาการเก็บขอมูลในตนไมในรูปแบบเต็มๆนั้น  
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มี )(2
0.2

1)( theighttn
=

+  

 
ซึ่งเขียนใหมไดเปน 

 
)(1)1)((log

2log)
0.2

1)((log

2

)(
22

theighttn

tn theight

=−+

=
+

 

 
เพราะฉะนั้น ความสูงของตนไมทวิภาคซึ่งเราพยายามเติมใหเต็มที่สุดนั้นจะเปน log ของจํานวน 
โนด ซึ่งนี่ก็คือตัวกําหนดเวลาในการเอาสมาชิกเขา/ออกจากตนไม 
 
ยังมีอีกนิยามอีกชุดหนึ่งที่นาสนใจคือ 

นิยามที่ 6-7  

External Path Length 

ให t เปนตนไมทวิภาคที่มีราก จะไดวา  External Path length, E(t) คือผลบวกของความลึกของ
ทุกใบ  
 
จากรูป 6.5 คา E(t) จะเปน 2+3+3+2+2=12 
 

นิยามที่ 6-8  

ถา t เปนตนไมทวิภาคที่มีจํานวนใบเปน k (ซึ่งมากกวา 0) จะไดวา 

⎣ ⎦kktE 2log)2/()( ≥  
 
 
พิสูจนโดย 
กอนอื่น พิสูจนโดยอุปนัยทางคณิตศาสตรวา ที่ระดับ L มีจํานวนใบที่เปนไปไดมากที่สุดคือ 

L2 (ขอไมแสดงสวนนี้) 
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ที่ระดับต่ํากวา L จะมีจํานวนใบ ไมถึง L2  แนนอน 
 
ถาให L เปน ⎣ ⎦ 1log2 −k  จะไดวาที่ระดับต่ํากวา L จะมีจํานวนใบ 

⎣ ⎦

2/
2
2

1log

1log

2

2

k

k

k

≤
≤

≤
−

−

 

 
และที่ระดับสูงกวา L (นั่นคืออยูระดับ ⎣ ⎦k2log  ขึ้นไป) จะมีจํานวนใบอยางนอย  k/2  
 
เพราะวา E(t) คือผลบวกของความลึกของทุกใบ ฉะนั้น 

⎣ ⎦ 2
*log)( 2

kktE ≥  เปนไปตามนิยาม 

แนวคิดในการเขียนโปรแกรมสรางตนไมทวิภาค 
เรามาดูกันวาตนไมชนิดนี้ควรมีอะไรเปนสวนประกอบ กอนอื่น ตัวตนไมควรประกอบดวยสาม
สวนคือ  

1. root  
2. left subtree 
3. right subtree 
 

ตนไมคนหาแบบทวิภาค (Binary Search 
Tree) 

Binary Search Tree t คือ binary tree ซึ่งเปน empty tree หรือเปนตนไมซึ่ง 
1. ทุกสมาชิกใน leftsubtree(t) มีคานอยกวาสมาชิกที่รากของ t  
2. ทุกสมาชิกใน rightsubtree(t) มีคามากกวาสมาชิกที่รากของ t 
3. ทั้ง leftsubtree(t) และ rightsubtree(t) ตางก็เปน binary search tree 
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จะสังเกตไดวานิยามของเราไมมีการนับคาที่ซ้ําเขาไปใน tree อีก รูป 6.10 แสดง binary search 
tree ของจํานวนเต็ม 
 
 
 
 
 
  
 
 

รูป 6.10 binary search tree 

การเรียงสมาชิกแบบนี้จะทําใหสืบคนไดงาย เชน จากในรูป 6.10 ถาเราตองการหาวา 4 อยูใน
ตนไมหรือไม เมื่อเราดู โนด แตละ โนด เราสามารถรูไดทันทีวาจะไปสํารวจตนไมขางใดตอไป 
ทําใหเวลาในการคนหาขึ้นอยูกับความสูงของตนไมเทานั้น ซึ่งก็แปรตาม log ของจํานวนโนด
อีกทีหนึ่ง  
 

แนวคิดในการเขียนโปรแกรมสรางตนไมคนหาแบบ
ทวิภาค 

กอนอื่นเรามานิยามโนดหนึ่งอันเสียกอน รูปแบบของ โนดจะใชตามโคดรูป 6.11 โดยสวนที่
เปนโนดนั้น ประกอบดวย 

• element  ซึ่งเปนขอมูลภายในโนดนั้น 
• left  ซึ่งเปนโนดที่เปนโนดรากของตนไมยอยขางซาย 
• right ซึ่งเปนโนดที่เปนโนดรากของตนไมยอยขางขวา 

7

11

146

5

2 

4 
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1:  class BinaryNode{ 
2:      // Constructors 
3:      BinaryNode(Comparable theElement){ 
4:          this( theElement, null, null ); 
5:      } 
6:   
7:      BinaryNode(Comparable theElement, BinaryNode lt, 
BinaryNode rt ){ 
8:              element  = theElement; 
9:              left     = lt; 
10:              right    = rt; 
11:           } 
12:   
13:      // ขอมูลของโนดนี ้
14:      Comparable element; // ขอมูลภายในโนด 
15:      BinaryNode left;    // ลูกขางซาย 
16:      BinaryNode right;   // ลูกขางขวา 
17:  } 

รูป 6.11 โคดของสวนท่ีเปนโนด 

เพื่อใหสมาชิกของตนไมเปรียบเทียบกันไดงายไมวามาจากคลาสใดก็ตาม ผมจะกําหนดให
สมาชิกแตละตัวเปน object ของคลาส ที่ implements Comparable interface (รูป 6.12) 
1:  public interface Comparable{ 
2:      /** 
3:       * @return จํานวนเต็มที่นอยกวาศูนย ถา this มีคานอยกวา x 
4:       * return จํานวนเต็มทีม่ากกวาศูนย ถา this มีคามากกวา x 
5:       * ไมงั้นก ็return ศูนย 
6:      */ 
7:      public int compareTo(Object x); 
8:  } 

รูป 6.12 Comparable interface 

สําหรับในจาวาเองก็มีคลาสที่ implements Comparable อยูแลวนั่นคือ String ดังนั้นถาเรามี  
1:  String s = “men”; 
2:  int x = s.compareTo(“man”); 

รูป 6.13 ตัวอยางการใชงาน Comparable interface 

คาที่โคดนี้ return จะมากกวา 0 เพราะ men มาทีหลัง man เรียงตามในพจนานุกรม คาจริงๆนั้น
คือ 4 เพราะ e กับ a หางกัน 4 ตําแหนง 
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เมธอดตางๆของคลาส BinarySearchTree ของเรา จะเปนดังรูป 6.14  
1:  // Comparable find( x ) --> หา x แลวรีเทิรนออกมา 
2:  // Comparable findMin( )  --> หาของที่คานอยสุด 
3:  // Comparable findMax( )  --> หาของที่คามากสดุ 
4:  // void insert( x ) --> ใส x 
5:  // void remove( x ) --> เอา x ออก 
6:  // boolean isEmpty( ) --> true ถาเปนตนไมเปลาๆ ไมงั้นกf็alse 
7:  // void makeEmpty( )  --> เอาของออกจากตนไมหมด 
8:  //  void printTree( )  --> พิมพสมาชิก เรียงจากนอยไปมาก 

รูป 6.14 เมธอดของ binary search tree 

 
ตัวของตนไมเองเราสรางจากแค โนด ที่เปนรากเทานั้น (อาจใหมีตัวแปร size เก็บจํานวน โนด 
ทั้งหมดอีกตัวหนึ่ง) ลิงคที่ออกจากรากไปจะตอไปยังสวนตางๆของตนไมเอง ฉะนั้นโครงสราง
ของคลาสของเราจะเปนดังรูป 6.15 
  
1:  public class BinarySearchTree{     
2:      private BinaryNode root; 
3:   
4:      //เมธอด ตางๆ… 

รูป 6.15 โครงสรางของคลาส binary search tree 

 
รูป 6.16 แสดงตนไมของขอมูลในพจนานุกรมภาษาไทยที่สรางขึ้นมาโดยใชคลาสนี้ 
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รูป 6.16 ตนไมตัวอยาง 

รายละเอียดของเมธอดตางๆของตนไมทวิภาค 
เราเริ่มจากอันที่งายกอนเลยนะ คือตัว constructor ดูรูป 6.17  (เรายังอยูในคลาส 
BinarySearchTree อยูนะ) 
 
1:  public BinarySearchTree( ){ 
2:      root = null; 
3:  } 

รูป 6.17 constructor ของ binary search tree 

ตอไปจะเปนเมธอดที่ตรวจดูของเขาไปในตนไม แลวรีเทิรนของนั้นออกมาถาหาเจอ หรือรี
เทิรน null ถาหาของชิ้นนั้นไมเจอ นี่คือเมธอด find สําหรับเมธอดนี้นั้นมีแนวคิดในการเขียน
ดังนี้ 

• เมื่อเราเริ่มดู โนดโนด หนึ่ง (ราก จะเปนโนดแรกที่ดู)  
o ถา โนด ที่เราดู เปน null ให return null เลย 
o ถา element ใน โนด นั้น นอยกวา x ใหเปลี่ยนไปดูที่ โนด ลูกขวาของมัน 
o ถา element ใน โนด นั้น มากกวา x ใหเปลี่ยนไปดูที่ โนด ลูกซายของมัน 

root

เด็ก   

 

จิก n n

บน n nไก n  
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o ถา element ใน โนด นั้น เทากับ x ให รีเทิรนโนดที่มี x นั้นเลย 
ตัวโคดอยูในรูป 6.18 ซึ่งเปนการหา x โดยเริ่มหาจากโนด t  
 
1:  private BinaryNode find( Comparable x, BinaryNode t ){ 
2:      if( t == null ) 
3:        return null; 
4:      if( x.compareTo( t.element ) < 0 ) 
5:        return find( x, t.left ); 
6:      else if( x.compareTo( t.element ) > 0 ) 
7:        return find( x, t.right ); 
8:      else 
9:        return t;    //เจอแลว 
10:  } 

รูป 6.18 เมธอด find 

ซึ่งตอนใชงานจริง เรารีเทิรน Comparable และก็เริ่มหาจากรากดวย ดังนั้นตองมีการปรับโดย
เขียนโปรแกรมเพิ่มเติมเล็กนอย ดังที่เห็นในรูป 6.19 โดยเมธอดที่โอเวอรโหลด find นั้นบังคับ
ใหเริ่มหาจากราก แลวจากนั้นใหหาของขางในโนดออกมาอีกที ดวยเมธอด elementAt 
 
1:  public Comparable find( Comparable x ){ 
2:      return elementAt( find( x, root ) ); 
3:  } 
4:   
5:  private Comparable elementAt( BinaryNode t ){ 
6:      return t == null ? null : t.element; 
7:  } 

รูป 6.19 โคดเพิ่มเตมิเพื่อการใชงานที่ถกูตองของ find 

 
จริงๆโคดในรูป 6.18 จะเขียนแบบลูปก็ได ลูปนั้นจะเร็วและกินที่ในหนวยความจํานอยกวา 
recursion  
 
แบบฝกหัด 

1. จงเขียนเมธอด find ดวยการใชลูป 
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ในเรื่องของเวลานั้น เวลาที่แยที่สุดจะเกิดเมื่อเราสํารวจ skewed tree ซึ่งจะแปรตามจํานวน โนด 
สวนเวลาโดยเฉลี่ย เราคิดโดย กอนอื่นดูที่ตนไมแบบเต็มตนกอน จากนิยามที่ 6-8 
 

⎣ ⎦kktE 2log)2/()( ≥  
 
k คือจํานวนใบ และ E(t) คือผลบวกของความลึกของทุกใบ ดังนั้นเวลาโดยเฉลี่ยในการสํารวจ
ตนไมเต็มตนก็ตองเปน E(t) หารดวย k  

⎣ ⎦
k

kk
k
tE 2log)2/()(
≥  

จากนิยาม 6-3 เรารูวาตนไมแบบเต็มตนจะมี 
0.2

1)()( +
=

tntleaves  นั่นคือ เราแทนคานี้แทน 

k ได 

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ +

≥ )
0.2

1)((log5.0)(
2

tn
k
tE  

นั่นคือ เวลานี้จะมากกวาหรือเทากับฟงกช่ันของ ))((log2 tn  อยาลืมวานี่คือตนไมแบบเต็ม
ตน ถาเปนตนไมทวิภาคแบบธรรมดา เวลาก็ตองนานกวานี้ ซึ่งอสมการจะยังคงเดิม เราสรุปได
วาเวลาเฉลี่ย = )(log2 nΩ  เมื่อ n เปนจํานวน โนด 
 
มาลองดูอีกสักเมธอดที่ใชในการหาของในตนไม สมมติวาเราตองการจะหาคาสมาชิกที่นอย
ที่สุดในตนไม แนนอนวาสมาชิกตัวนี้จะตองอยูในโนดซายสุด เราสามารถเขียนโคดไดดังรูป 
6.20 โดยตอนที่เรียกใชก็ใหเริ่มคนหาจาก โนด ที่เปน root ซึ่งจะเหมือนกับในกรณีของ find คือ 
เราเขียนเมธอดที่เริ่มหาจากโนดใดก็ไดโนดหนึ่งกอน จากนั้นจึงเขียนอีกเมธอดหนึ่งซึ่ง
กําหนดใหโนดที่จะเริ่มหาเปน root แลวหาคาออกมา 
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1:  private BinaryNode findMin( BinaryNode t ){ 
2:      if( t == null ) 
3:          return null; 
4:      else if( t.left == null ) 
5:          return t; 
6:      return findMin( t.left ); 
7:  } 
8:   
9:  public Comparable findMin( ){ 
10:      return elementAt( findMin( root ) ); 
11:  } 

 รูป 6.20 เมธอดหาคานอยท่ีสุดในตนไม 

การหาคาที่มากที่สุดก็เชนเดียวกัน ดังแสดงในรูป 6.21 แตตัวอยางนี้จะเปนการทําโดยใชลูป
แทนเพื่อใหเห็นตัวอยางที่ชัดเจน 
 
1:  private BinaryNode findMax( BinaryNode t ){ 
2:      if( t != null ) 
3:          while( t.right != null ) 
4:              t = t.right; 
5:      return t; 
6:  } 
7:   
8:  public Comparable findMax( ){ 
9:      return elementAt( findMax( root ) ); 
10:  } 

 รูป 6.21 เมธอดหาคามากที่สุดในตนไม 

 
แบบฝกหัด 

1. จงเขียนเมธอด findMin เสียใหมดวยการใชลูป 

2. จงเขียนเมธอด findMax เพื่อหาคาสมาชิกที่มากที่สุดในตนไม โดยไมใชลูป  
 
 
คราวนี้มาดู insert บาง หลักการจะเหมือนกับ find เลย หลักการคือ  
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ถาหา x ไปทั้งตนแลวยังไมเจอ (เจอ null เปนตัวสุดทายนั่นเอง)ใหเอา x ใสไวในที่ๆ มันควรอยู 
(สรางโนดใหมโดยมี x อยูขางใน แลวเอาโนดนั้นใสแทน null ตัวที่เจอ) สวนในการ return นั้น
จะ return โนดที่เราใชเริ่มคน(แตสภาพตนไมจะเปนหลังจากได insert x แลวนั่นเอง) นอกจากนี้
ยังมีเมธอด insert อีกตัวหนึ่ง ซึ่งเปนตัวบอกวา การคนนั้นจะเริ่มจาก root โปรดสังเกตวาถามี x 
อยูแลว เมธอด insert จะไมทําอะไร โคดของเมธอด insert ทั้งสองเมธอดนั้นอยูในรูป 6.22 
 
1:  private BinaryNode insert(Comparable x,BinaryNode t ) 
2:  { 
3:      if( t == null ) 
4:         t = new BinaryNode( x, null, null ); 
5:      else if( x.compareTo( t.element ) < 0 ) 
6:         t.left = insert( x, t.left ); 
7:      else if( x.compareTo( t.element ) > 0 ) 
8:         t.right = insert( x, t.right ); 
9:      else 
10:         ;  // Duplicate; do nothing 
11:      return t; 
12:  } 
13:   
14:  public void insert( Comparable x ) 
15:  { 
16:      root = insert( x, root );    
17:  }  

รูป 6.22 โคดของ insert 

สวนการเอาของออกจากตนไมนั้น ทําดวยเมธอด remove ซึ่งหลักการจะคลายกับการ insert คือ  
• ถาโนดที่เราเริ่มหา เปน null อยูแลว ก็ไมตองทําอะไร 
• ถา x ที่เราตองการหา มีคานอยกวาสมาชิกที่อยูในโนดที่เรากําลังสนใจอยูในปจจุบัน 

ใหไปลบ x ออกจากกิ้งซาย 
• ถา x ที่เราตองการหา มีคามากกวาสมาชิกที่อยูในโนดที่เรากําลังสนใจอยูในปจจุบัน 

ใหไปลบ x ออกจากกิ้งขวา 
• ถา x ที่เราตองการหา มีคานอยเทากับสมาชิกที่อยูในโนดที่เรากําลังสนใจอยูใน

ปจจุบัน ดูวา 
o ถากิ่งยอยทั้งซายและขวาไมเปนกิ่งวาง ใหเอาสมาชิกตัวที่นอยที่สุดของกิ่ง

ขวาขึ้นมาแทนที่ x จากนั้นเอาสมาชิกตัวนั้นออกจากกิ่งขวา (ดูรูป 6.23) 
(จริงๆแลวอาจจะเอาสมาชิกที่คามากที่สุดของกิ่งซายมาแทน x ก็ได) 



218 โครงสรางตนไม วิศวกรรมคอมพิวเตอร จุฬาฯ   
 

o ถากิ่งยอยซายหรือขวากิ่งใดกิ่งหนึ่งวาง ใหเอากิ่งขางที่มีอยูขึ้นมาแทนโนดที่
มี x (รูป 6.24) 

• หลังจากการทําทุกอยางเสร็จสิน้ รีเทิรนโนดที่เราสนใจตอนแรกออกมา 
 

 
รูป 6.23 เอาสมาชิกคานอยท่ีสุดของกิ่งขวาขึ้นมาแทนสมาชิกตัวท่ีถกูลบ 

 

 
รูป 6.24 การเอา subtree ขึ้นมาแทนที่โนดที่ถูกลบ 

โคดของการ remove นี้อยูในรูป 6.25 โดยมีเมธอดที่สอง ที่กําหนดวาตองเริ่มหาจาก root ใหมา
ดวย 
 
แบบฝกหัด 

1. จงเขียนเมธอด insert เสียใหมดวยการใชลูป 

2. จงเขียนเมธอด remove ใหมดวยการใชลูป 

3. จงเขียนเมธอด removeMin ซึ่งลบคาที่นอยที่สุดออกจากตนไม  
 

x 

y

y 

y

x 

y

y
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1:  /* Internal method to remove from a subtree. 
2:   * @param x the item to remove. 
3:   * @param t the node that roots the tree. 
4:   * @return the new root. 
5:   */ 
6:  private BinaryNode remove(Comparable x,BinaryNode t ) 
7:  { 
8:     if( t == null ) 
9:        return t;   // Item not found; do nothing 
10:     if( x.compareTo( t.element ) < 0 ) 
11:        t.left = remove( x, t.left ); 
12:     else if( x.compareTo( t.element ) > 0 ) 
13:        t.right = remove( x, t.right ); 
14:     else if( t.left != null && t.right != null ) 
15:     { 
16:        t.element = findMin( t.right ).element; 
17:        t.right = remove( t.element, t.right ); 
18:     } 
19:     else 
20:        t = ( t.left != null ) ? t.left : t.right; 
21:      
22:     return t; 
23:  } 
24:   
25:  public void remove( Comparable x ) 
26:  { 
27:     root = remove( x, root ); 
28:  } 

รูป 6.25 โคดของ remove 

มากันที่เมธอดชุดถัดไป เมธอด makeEmpty นั้น ทําใหตนไมกลายเปนตนไมวาง ดวยการ ต้ังให 
root เปน null ไปเสีย สวนเมธอด isEmpty นั้นก็ตรวจวาตนไมวางหรือไม โดยดูจาก root วาเปน 
null หรือไม นั่นเอง สองเมธอดนี้อยูในรูป 6.26 
 
1:  public void makeEmpty( ){ 
2:      root = null; 
3:  } 
4:           
5:  public boolean isEmpty( ){ 
6:     return root == null; 
7:  } 

รูป 6.26 โคดของ makeEmpty และ isEmpty 
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เมธอดชุดสุดทายที่เราจะกลาวถึงกัน คือ เมธอดที่ใชในการพิมพสมาชิกที่อยูในตนไมออกมา 
โดยพิมพเรียงลําดับจากนอยไปมาก ซึ่งการทํางานของเมธอดนี้ไมมีอะไรซับซอนเลย เพียงแค
เรียกเมธอดเดิมเพื่อทําการพิมพจาก left subtree กอน แลวจึงพิมพของที่อยูใน root จากนั้นจึง
เรียกเมธอดเดิมอีกครั้งเพื่อทําการพิมพจาก right subtree โคดของเมธอดนี้อยูในรูป 6.27 
 
1:  /** 
2:    * Internal method to print a subtree in sorted order. 
3:    * @param t the node that roots the tree. 
4:    */ 
5:  private void printTree( BinaryNode t ){ 
6:     if( t != null ){ 
7:        printTree( t.left ); 
8:        System.out.println( t.element ); 
9:        printTree( t.right ); 
10:     } 
11:  } 
12:   
13:  public void printTree( ){ 
14:     if( isEmpty( ) ) 
15:        System.out.println( "Empty tree" ); 
16:     else 
17:        printTree( root ); 
18:  } 

รูป 6.27 โคดของการพิมพสมาชกิในตนไมออกมา 

 
ตอไปจะเปนตัวอยางโคดที่แสดงถึงการทํางานของตนไมที่เรานิยาม คําอธิบายน้ันแทรกเปน
คอมเมนตระหวางบรรทัดในโคด ขอใหดูรูป 6.28 
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1:  public static void main(String[ ] args){ 
2:     //สรางตนไม    
3:     BinarySearchTree t = new BinarySearchTree( ); 
4:     final int NUMS = 4000; 
5:     final int GAP  =   37; 
6:   
7:     System.out.println( "Checking... (no more output 
means success)" ); 
8:      
9:     //ใสของเขาไปในตนไม โดยใสตัวเลขเพิ่มทีละ 37 แลวmod 4000 ใสจนกวาจะ mod ได 
0 
10:     for( int i = GAP; i != 0; i = ( i + GAP ) % NUMS ) 
11:        t.insert( new MyInteger( i ) ); 
12:      
13:     //ลูปเอาของออก เอาเลขคี่ออกจากตนไมใหหมด 
14:     for( int i = 1; i < NUMS; i+= 2 ) 
15:        t.remove( new MyInteger( i ) ); 
16:      
17:     if( NUMS < 40 ) 
18:        t.printTree( ); 
19:   
20:     //ถาคาที่นอยที่สุดในตนไมไมเปนสอง หรือ คาที่มากทีสุ่ด ไมเปน NUMS-2 จะตองแจงใหรู 
21:     if( ((MyInteger)(t.findMin( ))).intValue( ) != 2 || 
22:     ((MyInteger)(t.findMax())).intValue()!=NUMS - 2 ) 
23:     {    
24:        System.out.print(“FindMin or FindMax error" ); 
25:        System.out.println();   
26:     } 
27:      
28:     //ลองหาคาเลขคูในออบเจ็กต แตถาคาไมตรง แสดงวา การหานั้นผิด หรือไมก็การใสนั้นผิด 
29:     for( int i = 2; i < NUMS; i+=2 ) 
30:        if(((MyInteger)(t.find(new MyInteger(i)     
31:           ))).intValue()!=i ) 
32:           System.out.println( "Find error1!" ); 
33:     //ลองหาคาเลขคี่ แตถาเจอ แสดงวา ที่เอาออกตอนแรกนั้นทําไมสําเร็จ ตองแจง error 
34:     for( int i = 1; i < NUMS; i+=2 ) 
35:     { 
36:        if( t.find( new MyInteger( i ) ) != null ) 
37:           System.out.println( "Find error2!" ); 
38:     } 
39:  } 

รูป 6.28 โปรแกรมตัวอยางการใชงาน binary search tree 
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สําหรับเรื่องตนไมนั้น เราจะเรียนกันแคนี้ ในบทตอไปเราจะมาเรียนเรื่องตนไมแบบพิเศษ ที่
เรียกวา ตนไมแบบ AVL  
 
แบบฝกหัด 

1. จงอธิบายวา binary search tree คืออะไร 

2. จงเปรียบเทียบ binary search tree กับ linked list  

3. มี binary search tree อีกรูปแบบหนึ่งที่เราสามารถบังคับความเร็วในการคนไดในระดับ
หนึ่ง จงอธิบายวา binary search tree แบบนั้นเปนอยางไร 

4. จงเขียนเมธอดของ binary search tree ตอไปนี้ 

public LinkedList inOrder(BinaryNode t) 

ซึ่งใสของในตนไม (ตนไมมี root ที่ t) เขาไปใน linked list โดยจัดเรียงแบล inorder 

5. จงเขียนเมธอดของ binary search tree ตอไปนี้ 

public LinkedList breadthFirst(BinaryNode t) 

ซึ่งใสของจากตนไม (ตนไมมี root ที่ t) เขาไปใน linked list โดยจัดเรียงแบบ breadth first 

6. จงเขียนเมธอด isBST เพื่อทดสอบวา tree ที่เปน input เปน binary search tree หรือไม 

public Boolean isBST(BinaryNode t) 

7. จงวาดรูปแสดงการทํางานของโปรแกรมในรูป 6.28 ลด NUMS ใหเหลือจํานวนนอยๆก็พอ 

8. จงเขียนเมธอด add2Tree ซึ่งรับ ตนไมคนหาแบบทวิภาค(binary search tree) สองตนที่มี
สมาชิกประเภทเดียวกัน แลวรวมสองตนนี้เขาดวยกัน รีเทิรนตนไมตนใหมที่เปนผลรวม
ของสองตน โดยไมเปลี่ยนตนไมตนฉบับ 

9. จงเขียนเมธอดเพื่อพิมพของในตนไมจากมากไปนอย 

10. จงเขียนเมธอด maxSort ซึ่งรับตนไมคนหาแบบทวิภาคเขามา แลวเปลี่ยนการเรียงของใน
ตนไมใหม ใหเปนจากคามากไปคานอย 



Data Structure โครงสรางตนไม 223 
 

11. จงนิยามโนดใหม โดยใหมีตัวแปร parent เพื่อช้ีกลับไปยังโนดพอได จากนั้นจงเขียนเมธ
อด findGrandParent ซึ่งรับโนดเปนอินพุตแลวรีเทิรนโนดที่เปนโนด parent ขึ้นไปสองขั้น 

12. จงเขียนเมธอด nextValue ซึ่งรับComparable เปนอินพุต แลวรีเทิรนคาซึ่งเปน Comparable 
ตัวถัดไป (ตองอยูในตนไม) ออกมา 
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