
 
 

 

ในบทนี้เราจะมาดูโครงสรางตนไมแบบพิเศษ ที่เรียกวา เอวีแอล (AVL) 

ลักษณะทั่วไปของโครงสรางตนไมเอวีแอล 
ตนไม AVL ก็คือตนไมคนหาแบบทวิภาคแบบหนึ่งนั้นเอง แตวามีลักษณะพิเศษแทรกเขามาคือ
สําหรับแตละโนดนั้น 

• ความสูงของ left กับ right subtree ตางกันไดอยางมากแค 1 
• ถา tree เปน empty tree เราให height เปน -1  

ความสูงของตนไมชนิดนี้จะเปน log N ซึ่งมีคาจริงคือ 1.44log(N+2)-.328 โดย N คือจํานวน
สมาชิกในตนไมนี้ ที่มีการจัดการบังคับเรื่องความตางของขนาดตนไมยอย ก็เพื่อที่จะใหแนใจวา
ตนไมอยูในสภาพที่หาของไดงายที่สุดโดยรวม ไมกลายเปน skewed tree (การทําฟงกช่ันตางๆ
บนตนไม AVL นี้ จะตองปรับตัวตนไมใหอยูในสภาพตามกฎที่ใหดานบนนี้เสมอ) 
 
เนื่องจากแตละขางนั้นสูงกันไดตางกันแคหนึ่งหนวย ดังนั้นจํานวนโนดที่นอยที่สุดของตนไมที่
มีความสูง h, s(h) จะมีคาเทากับ s(h-1)+s(h-2)+1 ซึ่ง  

• เมื่อ h=0, s(h) =1 และ 
• เมื่อ h=1, s(h) =2  

ซึ่งจะเห็นวาคลายตัวเลขของ Fibonacci ตัวอยางตนไมที่เปน AVL และไมเปน AVL นั้นอยูใน
รูปที่ 7.1 ซึ่งจากรูปขวาที่ไมใชตนไม AVL จะเห็นไดวา เปนเพราะวาเมื่อดูจากราก ขางซาย
สามารถนับกิ่งลงไปไดมากที่สุดสามกิ่ง ในขณะที่ขางขวาสามารถนับกิ่งลงไปไดเพียงแคหนึ่ง
ก่ิงเทานั้น จึงมีความสูงตางกันอยูสองหนวย ไมใชตนไมแบบ AVL 
 

บทที่ 
โครงสรางตนไมแบบเอวีแอล 
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รูป 7.1 ตนไมท่ีเปน AVL และไมเปน 

ฟงกช่ันตางๆที่กระทํากับตนไม AVL มีความเร็ว O(log(N)) หมด ยกเวนการ insert กับ remove 
ซึ่งอาจทําใหเสียความเปน AVL ไป ตัวอยางการเสียความเปน AVL ดูไดจากรูปที่ 7.2 ซึ่งจะเห็น
วา เมื่อมีการเติมของเขาไปในตนไม อาจทําใหความสูงของตนไมยอยเปลี่ยนไปจนขัดกับกฎ
ของ AVL ได  
 

 
รูป 7.2 ตนไมท่ีเสียความเปน AVL 

AV Non-AV

1 

1 

1 

1 

ใสโนดใหมเขามาทําใหเสียความเปน AVL 

0 

1 

1 



Data Structure โครงสรางตนไมแบบเอวีแอล 227 
 

ซึ่งประเด็นสําคัญของการโปรแกรมตนไมชนิดนี้ คือการจัดใหความเปน AVL คงอยูตลอด
นั่นเอง 

การแกความไมเปน AVL 
เราใชการหมุน (rotate) ซึ่งเราจะไดพูดถึงการ rotate จากการเติมของเขามาในตนไม โดยเรามี
หลักวา 

• โนดที่อยูบนทางจากจุดที่ใสถึง root เทานั้นที่มีความสูงเปลี่ยน 
• ดังนั้นถาเราไลดูจากจุดที่ insert ขึ้นไป ก็จะพบโนดที่เสียความเปน AVL ที่อยูลึกสุด 

เราจะแกที่โนดนี้ โนดนี้มีไดสี่แบบเทานั้น ดังแสดงในรูป 7.3 
 

 
รูป 7.3 แสดงชนิดของโนด ท่ีเราตองไปจัดการ เมื่อการใสของทําใหเสียความเปน AVL 

 
ซึ่งเราสามารถแยกวิธีแกไดสองแบบคือ single rotation และ double rotation โดยขึ้นอยูกับ
รูปรางของตนไมยอย ถาในการไปถึงโนดที่เติมเขามาใหมเราตองลงจากโนดที่เสียความเปน 
AVL มาทางซายสองครั้ง หรือขวาสองครั้ง จะตองใช single rotation แก แตถาลงมาซายทีขวาที 
หรือขวาทีซายที ก็จะตองใช double rotation แก 
 

แกดวย double rotation แกดวย single rotation 

โนดที่เราตองไปจัดการ 
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การแกดวย single rotation 
มีวิธีการดังรูปที่ 7.4 โดยในรูปนั้นเปนตนไมที่เสียความเปน AVL จากการเติมของลงในตนไม
ยอย X ทําใหโนดที่มี a เสียความเปน AVL  

 
รูป 7.4 การทํา single rotation 

 
จากโนดที่เสียความเปน AVL ถาเรานับลงมาในทิศทางของคาที่เติมเขาไปในตนไม จะเห็นวามา
ทางซายสองที ดังนั้นจะตองแกดวย single rotation ตามขั้นตอนในรูป 
 

ตัวอยางที่ 7-1  
สมมุติวามีการเติมเลข 6 ลงไปในตนไมดังรูปที่ 7.5 จะทําใหโนดที่มีเลข 8 เสียความเปน AVL 
ดังนั้นทางแกก็คือทํา single rotation เอา 8 ลงมาแลวเอา 7 ขึ้นไป จะสังเกตวา ในตัวอยางนี้ เมื่อ
นับจากโนดที่เสียความเปน AVL ลงมายังโนดที่ใสเขาไป ก็จะลงมาทางซายสองที 
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รูป 7.5 ปรับตนไมท่ีเสียความเปน AVL ดวย single rotation 

 
มาดูตัวอยางตอไปเพื่อความเขาใจที่ชัดเจนนะ 
 

ตัวอยางที่ 7-2  
สมมุติวามีการเติมเลข 3,2,1 ตามลําดับ ลงในตนไม  AVL ที่ตอนแรกไมมีอะไรเลย รูป 7.6 
แสดงสถานะตางๆของตนไมโดยมีขั้นตอนการ rotate แตละขั้นดวย 
 

 
รูป 7.6 การใส 3, 2, 1 ลงในตนไม AVL  
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ตอจากนั้น ใส 4 กับ 5 ลงไป ตอนใส 4 นั้นไมมีอะไร แตตอนใส 5 เขาไป ตอง rotate ดังแสดงใน
รูป 7.7 

 
รูป 7.7 สภาพการณหลังจากใส 4 กับ 5 ลงไป 

 
ตอจากนั้น เราก็ทําตอ โดยใส 6 ลงไป (รูป 7.8) คราวนี้จะสังเกตไดวาไมเหมือนกรณีกอนๆ 
เพราะโนดที่เสียความเปนAVL นั้นอยูสูงขึ้นไป แตอยางไรหลักการก็ยังเหมือนเดิม โปรดสังเกต
วาเลข 3 จะยายไปเกาะกับเลข 2  
 
ตอมา เราใสเลข 7 ลงไปตอ ครั้งนี้สถานการณกลับมาเปนการทํา rotate อยางงาย (รูป 7.9) ซึ่งจะ
เห็นไดวาในการใสของลงตนไมแตละครั้งนั้น โนดที่เสียความเปน AVL อาจจะเปนโนดที่ใกล
หรือไกลจากจุดใสออกไปก็ได ดังนั้นตองตรวจสอบจากจุดที่ใสของลงไปในตนไมเปนสําคัญ 
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รูป 7.8 การ rotate ตนไม หลังจาก 6 ทําใหเสียความเปน AVL 

 

 
รูป 7.9 การ rotate หลังจากใสเลข 7 ลงไป 

การแกดวย double rotation 
เราจะใชเมื่อ การ single rotation นั้นไมไดผล รูป 7.10 แสดงกรณีที่ single rotation ไมสามารถใช
แกปญหาได เมื่อมีการใสของลงในตนไมยอย Y กรณีนี้จะเกิดขึ้นเมื่อทิศทางจากโนดที่เสียความ
เปน AVLไปยังโนดที่เราเติมเขามาใหมนั้น ตองลงมาซายทีขวาที  
 
จะสังเกตไดวา การ rotate นั้นก็ยังทําใหตนไมไมเปน AVL อยูดี a b Y แคเปลี่ยนเปน b a Y นั่น
คือ ความสูงยังเทาเดิม 
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รูป 7.10 กรณีท่ี single rotation ใชแกปญหาไมได 

 
ดังนั้นเราจึงตองมาแกดวย double rotation ซึ่งมีหลักการดังนี้ เราใชตนไมในรูป 7.10 เปน
ตนแบบ ตนไมนี้มีการเติมของเขาไปในตนไมยอย Y ดังนั้นตอนนี้ Y ตองมีของแนๆ ขอเปลี่ยน
รูปของตนไม โดยเปลี่ยน Y เปน โนด c ซึ่งมีตนไมยอย Y1 และ Y2 ขนาบขาง (รูป 7.11) 
 
จากนั้นการ rotate ทําไดโดย rotate c ขึ้นไปแทน b และ rotate c ขึ้นไปแทน a นับเปนการหมุน
สองทีติดตอกัน โปรดดูรูปที่ 7.12 และ 7.13 ตามลําดับ การ rotate ครั้งที่หนึ่ง และครั้งที่สองนั้น 
เปน single rotation ทั้งคู ดังนั้น double rotation ก็คือการทํา single rotation สองครัง้นั่นเอง  
 
แมวาเราจะไมรูวาขาง Y1 หรือ Y2 กันแนที่ทําใหตนไมเสียความเปน AVL แตก็ไมเปนไร เพราะ
เมื่อทําเสร็จระดับความสูงก็จะลงตัวเอง ภาพรวมของการหมุนตนไมแบบ double rotation นี้ อยู
ในรูป 7.14 โดยเราอาจคิดไดวาตัว c นั้น เปนสไปเดอรแมน ปลอย Y1 กับ Y2 แลวกระโดดขึ้น
หิ้ว a และ b แทน สวน Y1 กับ Y2 นั้นก็ตองหาที่ปลอดภัยเกาะขางๆนั่นเอง 
 
โดยสวนตัว ผมคิดวาแนวคิดแบบการหมุนสองที เขาใจไดงายกวาแบบสไปเดอรแมน 
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รูป 7.11 ตนไมจากรูป 7.10 เปลี่ยน Y ใหเปนอีกรูปแบบหนึ่ง เพื่อเตรียมการ rotate 

 
 

 
รูป 7.12 การหมุนครั้งท่ีหนึ่ง 
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รูป 7.13 การหมุนครั้งท่ีสอง ซึ่งทําใหความสูงลดลง 

 

 
รูป 7.14 double rotation ทําในครั้งเดียว ดวยแนวคิดท่ีวา c เปนสไปเดอรแมน 
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ตัวอยางที่ 7-3  
เติมเลข  16 กับ 15 เขาไปในตนไมผลลัพธจากรูป 7.9 ตอนเติมเลข 16 จะไมมีอะไร แตตอนเติม
เลข 15 จะเกิดการเสียความเปน AVL ขึ้น ทําใหตองแกดังรูป 7.15 
 

 
รูป 7.15 การใช double rotation แกความไมเปน AVL หลังจากเติม 16 

 
ตอจากนั้น เราใส 14 ลงไป คราวนี้ทําใหโนดที่มีเลข 6 เสียความเปน AVL (รูป 7.16) 

 
รูป 7.16 double rotation หลังจากใส 14 ลงไปในตนไม 
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นับวากรณีนี้ไกลจากจุดที่ใสของ มากกวากรณีอื่นๆที่เคยเห็นมา แตหลักการแกก็ยังเหมือนเดิม 
โดยตอง rotate โนดที่มีเลข 7 ขึ้นไปสองที อยาลืมวาสถานการณที่ตองใช double rotation นั้นคือ 
เมื่อเราตามตนไมจากโนดที่เสียความเปน AVL ไปยังโนดที่เติมเขามาใหม จะตองไปซายทีขวา
ทีตอกันเลย หรือขวาทีซายทีตอกันเลย ถาลงมาทางซายสองทีหรือขวาสองที ตองใช single 
rotation แก  
 

ตัวอยางที่ 7-4  
เติมเลข  13 ลงไปในตนไมที่เปนผลลัพธในรูป 7.16 จะเห็นวาจากโนดที่เสียความเปน AVL ลง
ไปยังโนดที่เราพึ่งใสเขาไปนั้น จะตองลงมาทางขวาสองที แลวจึงซายสองที แตเราสนใจแคการ
ลงตนไมมาสองครั้งแรกเทานั้น ดังนั้นการใส 13 เขามาในตนไมนี้ ตองแกดวย single rotation 
ดังรูป 7.17 
 

 
รูป 7.17 single rotation แกความไมเปน AVL ในตนไมท่ีใสของในโนดที่อยูลึก 

 

เจง ขวาสองทีแบบนี้ใช single rotation 
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ตอไปเรามาดูตัวโคดกัน เริ่มจากโคดของโนดกอน ซึ่งแสดงในรูป 7.18 
 
1:  class AvlNode{ 
2:       // Constructors 
3:    AvlNode( Comparable theElement){ 
4:       this(theElement, null, null); 
5:    } 
6:   
7:    AvlNode(Comparable theElement, AvlNode lt, AvlNode rt){ 
8:       element  = theElement; 
9:       left     = lt; 
10:       right    = rt; 
11:       height   = 0; 
12:     } 
13:   
14:   //Friendly data; accessible by other package routines 
15:    Comparable element;      // The data in the node 
16:    AvlNode    left;         // Left child 
17:    AvlNode    right;        // Right child 
18:    int        height;       // Height 
19:  } 

รูป 7.18 โคดของโนดของ AVL 

 
ตัวคลาส AVL Tree เองนั้น ก็ประกอบขึ้นมาจากโนดเทานั้น ดังแสดงในรูป 7.19 โดยคอนสตรัค
เตอรจะสราง root ที่เปน null ขึ้นมา 
 
1:  public class AvlTree{    
2:     private AvlNode root; 
3:     public AvlTree( ){ 
4:        root = null; 
5:     } 
6:     //ใหถือวาสวนของเมธอดอื่นๆจะอยูดานลางไป 
7:  } 

รูป 7.19 ตัวคลาส AvlTree 

 
เมธอดอื่นๆนั้นเหมือนกับการใชตนไมคนหาแบบทวิภาคทั่วไปทุกประการ แตเมธอดที่เราตอง
ปรับคือ insert และ remove ในชั้นเรียนนี้จะสอนการปรับเมธอด insert เทานั้น สวนเมธอด 
remove นั้นผมขอใหพวกเราลองทํากันดูเองนะ 
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กอนที่จะทําการ insert ไดถูกตอง (และไมตองเขียนโคดทีเดียวเยอะ) เราจําเปนจะตองเตรียมเมธ
อดตางๆไวใชงาน รูป 7.20 แสดงเมธอดที่หาความสูงของโนด t (ถาโนดเปน null ใหรีเทิรน -1) 
และเมธอดที่หาคามากที่สุดระหวางจํานวนเต็มสองตัว 
 
1:  /** 
2:   * รีเทิรนความสูงของโนด t หรือไมก็รีเทิรน -1 ถา t เปน null 
3:  */ 
4:  private static int height( AvlNode t ){ 
5:      return t == null ? -1 : t.height; 
6:  } 
7:   
8:  /** 
9:  * รีเทิรนคาที่มากที่สดุระหวาง lhs และ rhs 
10:  */ 
11:  private static int max( int lhs, int rhs ){ 
12:      return lhs > rhs ? lhs : rhs; 
13:  } 

รูป 7.20 เมธอด height และ max 

นอกจากนี้ยังมีเมธอดชวยอีก 4 เมธอด ที่ทําการ rotate ตนไม ทั้ง single rotation และ double 
rotation โดยแตละเมธอดนั้น ใชสําหรับ rotate ในสถานการณตางๆกันดังตอไปนี้  

• rotateWithLeftChild ใชเมื่อจุดที่เสียความเปน AVL ตองลงกิ่งขางซายไปสองทีจึงจะ
ไปทางของที่เราใสเขามา นี่เปน single rotation 

• rotateWithRightChild ใชเมื่อจุดที่เสียความเปน AVL ตองลงกิ่งขางขวาไปสองทีจึงจะ
ไปทางของที่เราใสเขามา นี่เปน single rotation  

• doubleWithLeftChild ใชเมื่อจุดที่เสียความเปน AVL ตองลงซายแลวตอดวยขวา เปน 
double rotation 

• doubleWithRightChild ใชเมื่อจุดที่เสียความเปน AVL ตองลงขวาแลวตอดวยซาย 
เปน double rotation 

เรามาดูโคดของ rotateWithLeftChild กันกอน ดูรูป 7.21 นะ จะสังเกตวาโคดมีการเปลี่ยน 
height และรีเทิรนโนดที่หมุนขึ้นไปแลว 
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1:  private static AvlNode rotateWithLeftChild(AvlNode k2){ 
2:    AvlNode k1 = k2.left; 
3:    k2.left = k1.right; 
4:    k1.right = k2; 
5:    k2.height = max(height(k2.left), height(k2.right))+1; 
6:    k1.height = max(height(k1.left),k2.height)+1; 
7:    return k1; 
8:  } 

รูป 7.21 โคดของ rotateWithLeftChild 

 
โดยการยายที่ของโนดตางๆนั้นเปนดังรูป 7.22 ซึ่งแสดงใหเห็นถึงการหมุนเอาโนด k2 ที่เสีย
ความเปน AVL ลงมา  
 

 
รูป 7.22 การยายโนดของ rotateWithLeftChild 

 
โคดของ rotateWithRightChild ก็เพียงแตกลับทางกับ rotateWithLeftChild เทานั้น โคดอยูใน
รูป 7.23 และการยายโนดอยูในอยูรูป 7.24 
 

 
1:  private static AvlNode rotateWithRightChild(AvlNode k1){ 
2:     AvlNode k2 = k1.right; 
3:     k1.right = k2.left; 
4:     k2.left = k1; 
5:     k1.height = max(height(k1.left), height(k1.right))+1; 
6:     k2.height = max( height( k2.right ), k1.height ) + 1; 
7:     return k2; 
8:  } 

รูป 7.23 โคดของ rotateWithRightChild 

 

k2 

k1 k2 

k1 
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รูป 7.24 การยายโนดของ rotateWithRightChild 
  
ตอไปเปนเมธอด doubleWithLeftChild ซึ่งเปนการทํา double rotation โดยจริงๆแลวทําถึงตรงนี้
จะงายแลวเพราะก็คือ single rotation สองที โคดของเมธอดนี้อยูในรูป 7.25 และสวนแสดงการ
ยายโนดนั้นอยูในรูป 7.26 และ 7.27 (rotate และผลลัพธสุดทาย) ตามลําดับ 
 
1:  private static AvlNode doubleWithLeftChild(AvlNode k3){ 
2:     k3.left = rotateWithRightChild( k3.left ); 
3:     return rotateWithLeftChild( k3 ); 
4:  } 

รูป 7.25 โคดของ doubleWithLeftChild 

 
รูป 7.26 การ rotate ยายโนดของ doubleWithLeftChild 
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รูป 7.27 ผลลพัธการยายโนดดวย doubleWithLeftChild 

 
สําหรับเมธอด doubleWithRightChild นั้นก็ทําเหมือนกัน เพียงแตหมุนคนละขางเทานั้น รูปที่ 
7.28 แสดงโคดของ doubleWithRightChild สวนรูปที่ 7.29 และ 7.30 แสดงขั้นตอนการ rotate 
และผลลัพธสุดทาย  
 
1:  private static AvlNode doubleWithRightChild( AvlNode k1 ){ 
2:     k1.right = rotateWithLeftChild( k1.right ); 
3:     return rotateWithRightChild( k1 ); 
4:  } 

รูป 7.28 โคดของ doubleWithRightChild 

 

 
รูป 7.29 ขั้นตอนการหมุนตนไมดวย doubleWithRightChild  
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รูป 7.30 ผลลพัธจากการ rotate ดวย doubleWithRightChild 

 
สุดทายนี้ หลังจากเตรียมเมธอดตางๆเรียบรอย เราก็มาดูการ insert กัน โคดนั้นอยูในรูป 7.31  
 
1:  private AvlNode insert(Comparable x, AvlNode t){ 
2:     if( t == null ) 
3:        t = new AvlNode( x, null, null ); 
4:     else if(x.compareTo(t.element) < 0){ 
5:        t.left = insert( x, t.left ); 
6:        if(height(t.left) - height(t.right) == 2) 
7:           if(x.compareTo(t.left.element) < 0) 
8:              t = rotateWithLeftChild(t); 
9:           else 
10:              t = doubleWithLeftChild(t); 
11:     } 
12:     else if(x.compareTo(t.element) > 0){ 
13:        t.right = insert(x, t.right); 
14:        if(height(t.right) - height(t.left) == 2) 
15:           if(x.compareTo(t.right.element) > 0) 
16:              t = rotateWithRightChild(t); 
17:           else 
18:              t = doubleWithRightChild(t); 
19:     } 
20:     else 
21:        ;  // Duplicate; do nothing 
22:     t.height = max(height(t.left), height(t.right)) + 1; 
23:     return t; 
24:  } 
25:   
26:  public void insert(Comparable x){ 
27:     root = insert( x, root ); 
28:  } 

รูป 7.31 เมธอด insert ซึ่งเลอืกใช การ rotate ตางๆตามสถานการณ 
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แบบฝกหัด 

1. ถาใน AvlNode มี instance variable: size (ซึ่งเปน integer) เพิ่มเขามา ซึ่ง size นี่คือ จํานวน
โนดของ left กับ right รวมกัน จงเปลี่ยน rotateWithLeftChild ใหมีคา size ถูกตอง  

2. จงเขียนเมธอด findkth ใน ตนไม AVL (ที่มี size ดวย) ซึ่งเมธอดนี้หาคาที่อยูเปนอันดับที่ k 
ในตนไม โดยตัวอยางของอันดับนั้นเปนดังรูป 

 
 โดยเมธอดนี้มีหัวเมธอดคือ private AvLNode findKth(int k, AvlNode t){ 

3.  จากผลลัพธของรูป 7.17 จงวาดตนไมหลังจากมีการเติม 12, 11, 10, 8, 9 ลงไป ตามลําดับ 

4. จงเขียนเมธอด remove เพื่อทําการเอาของออกจากตนไม ในขณะเดียวกันก็ยังตองใหตนไม
อยูในรูปของ AVL 

5. จงเขียนเมธอด mergeAVL ซึ่งรับตนไมแบบ AVL อีกตนหนึ่งแลวมารวมเปนตนเดียวกัน 
โดยตองยังคงความเปน AVL อยู 

6. จงเขียนเมธอด removeSubTree ซึ่งรับโนดที่เปนรากของตนไมยอย แลวเอาทั้งตนไมยอย
นั้นออกจากตนไม AVL ของเรา โดยสวนที่เหลือตองยังคงความเปน AVL อยู 
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