
 
 

บทที่   1 

ในบทนี้เราจะมาเรียนวาทําไมถึงตองเรียนเกี่ยวกับโครงสรางขอมูล จริง ๆ ผมจะสอนตัว
โครงสรางขอมูลไปเลยก็ได แตวาเดี๋ยวพวกเราจะหมดแรงจูงใจที่จะเรียนเพราะไมรูวาจะเอาไป
ใชทําอะไร 

ทําไมตองเรียนโครงสรางขอมูล 
เอาละ ขอผมเริ่มเลยก็แลวกัน ทําไม เราจึงตองเรียนโครงสรางขอมูล เหตุผลใหญ ๆ มีอยูสอง
ประการ คือ 

1. จะไดรูจักโครงสรางขอมูลท่ีใชกันอยูในปจจุบัน โครงสรางขอมูลที่ใชกันอยูในปจจุบัน
ลวนมีพ้ืนฐานมาจากโครงสรางขอมูลที่ผมจะสอนในหนังสือเลมนี้ทั้งสิ้น ดังนั้น เมื่อเรา
เรียนรูโครงสรางขอมูลพ้ืนฐานแลว เราก็สามารถเขาใจ code ตาง ๆ ไดงายขึ้นเมื่อเราไป
ทํางานกับคนอื่น และยังสามารถนําโครงสรางพื้นฐานเหลานี้มาดัดแปลงใชในโปรแกรม
ของเราเองโดยไมตองเสียเวลาสรางโครงสรางขอมูลใหมทั้งหมด 

2. จะไดสามารถเลือกใชโครงสรางขอมูลไดอยางถูกตองเหมาะสมกับงาน เหมาะสมอยางไร 
เหมาะสมตรงไหน เดี๋ยวมีตัวอยางใหดู ที่ผมวาเหมาะสมนั้นหมายความวาเราสามารถหา
ขอมูลที่ตองการไดเร็วจากโครงสรางขอมูลที่เราเลือก ในงานหนึ่งเราอาจเลือกใช
โครงสรางขอมูลไดจากหลายโครงสราง แตวาอาจมีเพียงโครงสรางขอมูลชนิดเดียวที่ใช
เวลาในการดึงขอมูลที่เราตองการนอยกวาโครงสรางขอมูลชนิดอื่น ดังตัวอยางตอไปนี้ 

 
สมมติเราเลือกเก็บจํานวนเต็มหาจํานวน (1 ถึง 5) ลงในโครงสรางขอมูล เราอาจเก็บไดดังนี้ คือ 

 

บทที่ 
โครงสรางขอมูลกับโปรแกรม 
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• ทางเลือกที่ 1 คือ เรียงเก็บใส Sorted Linked List โดยมีจุดเริ่มตนการคนขอมูลที่ P (ขอใหดู
รูป 1.1ไปกอนยังไมตองคิดมาก) 

 

 

 
(นี่คือสัญลักษณบอกวาไมมีการเชือ่มตอไปยังสมาชิกตัวอืน่แลว) 

รูป 1.1: Sorted Linked list ซึ่งเก็บจํานวนเรียงลําดับ 5 จํานวน 

• ทางเลือกที่ 2 (รูป 1.2) คือ เราอาจเก็บใสโครงสรางขอมูลแบบตนไม (tree) ตอไปผมจะขอ
เรียกวา tree ไปตลอดเพราะพอพูดถึง “ตนไม” ทีไร ผมจะนึกถึงตนไมจริง ๆ ทุกที ให tree 
นี้มีจุดเริ่มการคนหาที่ P เหมือนกัน ในภาพเปน Binary Search Tree (คือ เรียงขอมูลจาก
นอยไปมาก ใหพวกเราสังเกตลักษณะก็พอ เดี๋ยวคอยเรียนจริง ๆ อีกที) 

 

 

 

 

 

 

รูป 1.2: Binary Search Tree ซึ่งเกบ็จํานวนเรียงลําดบั 5 จํานวน 

• ทางเลือกที่ 3 (รูป 1.3)  คือ เราอาจเก็บใส Heap ซึ่งเปน tree แบบหนึ่ง (ในภาพคือ 
Maxheap ซึ่งเอาจํานวนที่มากที่สุกไวบนสุดเสมอ) 

 

จริง ๆ ยังใชโครงสรางขอมูลไดอีกหลายแบบเพื่อเก็บเลข 1 ถึง 5 แตผมจะเอาแค 3 แบบที่กลาว
มาเปรียบเทียบกันเทานั้น ถางานของเราคือ การดึงเอาขอมูลตัวที่มากที่สุดมาใชเรื่อย ๆ เราควร
จะเลือกโครงสรางขอมูลตัวไหน ทุกคนคงจะเห็นชัดแลววา ถาใช Sorted Linked List เราตอง
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ทําการตรวจสอบขอมูลเปนจํานวน 5 ครั้ง จากซายไปขวา ขอมูลตัวที่คามากที่สุดจะอยูที่
ตําแหนงสุดทาย (รูป 1.4) 

 

 

 

 

 

รูป 1.3: Ma xheap ซึ่งเก็บจํานวนเรยีงลําดับ 5 จํานวน 

 

 

 

 

 

รูป 1.4: ขั้นตอนการหาจํานวนที่คามากท่ีสุดจาก Sorted Linked List 

ถาเปน Binary Search Tree จะตองทําการตรวจสอบขอมูล 3 ครั้ง ขอมูลตัวที่คามากที่สุดจะอยูที่
ตําแหนงขวาสุดของ tree (รูป 1.5) แตถาเปน Maxheap เราเอา 5 มาจากจุดเริ่มตน P ไดเลย ไม
ตองเสียเวลาหา 

 

จะเห็นไดวาการเลือกโครงสรางขอมูลมีผลตอความเร็วของโปรแกรมจริง ๆ เทานี้ทุกคนก็รูวา
ทําไมถึงตองเรียนแลวนะ แตการเปรียบเทียบความเร็วในการหาขอมูลนั้น ทางทฤษฎีมีวิธี
วิเคราะหอยูหลายแบบ ไมใชแคทํางาย ๆ อยางดูรูปแลวตอบ 
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4   โครงสรางขอมูลกับโปรแกรม วิศวกรรมคอมพิวเตอร จุฬาฯ    
 

 

 

 

 

 

 

รูป 1.5: ขั้นตอนการหาจํานวนที่คามากท่ีสุดจาก Binary Search Tree 

 

การคํานวณความเร็วของโปรแกรม 
ในการหาความเร็วในการทํางานของโปรแกรม เรามักจะไมไดเห็นรูป แตเห็นเปน code เลย
มากกวา เราจะสามารถมองความเร็วของโปรแกรมจากการดู code เลยไดอยางไร 

กอนที่จะทําได เราตองมาเรียนรูเรื่องทฤษฎีเสียกอน เราจะเริ่มจากนิยามแรกที่เปนพื้นฐานใน
การคิดความเร็วของ code 

นิยามที่ 1-1  

Big O 

 ))(()( NfONT =  ถา )()( NcfNT ≤ โดยมี c กับ 0N  เปนคาคงที่และ 
0NN ≥  

 

นิยามนี้เปนการบอกวา )(NT มีคาไมเกินเทาใด เมื่อ N มีคามาก หรืออีกนัยหนึ่งคือการบอก
วา )(NT มีการเติบโตอยางไร 

ตัวอยางที่ 1-1  

เมื่อ  NNT 339)( = และ 

2 

1 4 

3 5 

P 
ครั้งที่ 1 (ดูวากุดหรอืยัง) 

ครั้งที่ 2 

ครั้งที่ 3 
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 2)( NNf =  

ถาให 3390 =N  และ 1=c   

 กอนอื่นเราสามารถจะเห็นไดทันทีวา 2
00 1339 NN ∗≤   

 (โดย 0339N  คือ )( 0NT  และ 2
01 N∗  คือ )( 0Nfc∗ ) 

เปนไปตามนิยามของ Big O  เพราะฉะนั้น )())(()( 2NONfONT ==  

แตวานี่ก็ไมใชเพียงคําตอบเดียว 

 ดู NNT 339)( =  ใหดีจะเห็นวา NNT 340)( ≤  ดวยนี่นา (โดยตอนนี้ให 
NNf =)( ) 

  ∴ )(NT  ก็เทากับ )(NO  ดวย 

อยางนี้ก็มีคา Big O เกินหนึ่งคําตอบสิ แลวเราควรตอบตัวไหนดี  

ใหตอบเปนคาที่นอยที่สุด เพราะคาที่นอยที่สุด คือคาที่เราเอามาใชจริงๆในการคิดความเร็ว
ของ 

โปรแกรม (อยาพึ่งงง รอดูตัวอยางตอไป) เพราะฉะนั้นคําตอบของขอนี้คือ )(NO  

แลว )(NO มันเกี่ยวอะไรกับการหาความเร็วในการ execute ของ code ขอใหเราดูตัวอยาง
ตอไป 

ตัวอยางที่ 1-2  

จงหาเวลาในการ run code ตอไปนี้ 

sigmaOfSquare(int n)     // calculate ∑
=

N

i
i

1

2   

{ 
1:      int tempSum; 
2:      tempSum = 0; 
3:      for (int i=1;i<=n;i++) 
4:        tempSum += i*i; 
5:     return tempSum; 
} 
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จากตัวอยางนี้ กอนอื่นเรามาลองคิดเวลาในการ run เปน unit ดู ดูทีละบรรทัดไปเลย 
 
บรรทัดที่ 1: int tempSum; 

นี่คือการ declare variable ผมสมมติใหการทําอยางนี้ใชเวลา 1 unit (เราตองสมมติเวลา 
เพราะนี่เปนการดูจาก code เราไมได run โปรแกรมแลวจับเวลาจริง ๆ แตการสมมติแบบนี้คือ
แนวทางในการวิเคราะหโปรแกรมดวยตัวเราเอง)  
 
บรรทัดที่ 2 และ 5: tempSum = 0;  return tempSum; 
 ในทั้ง 2 บรรทัดนี้ แตละบรรทัดมีการกระทําอยางเดียว ใหถือวาใชเวลาบรรทัดละ 1 unit 
 
บรรทัดที่ 3: for (int i=1;i<=n;i++) 
 คราวนี้จะตางกับบรรทัดกอน ๆ เพราะเปน loop เรามาดูวา for loop นี้ทําอะไรบาง 

1. set i ใหมีคาเริ่มตนเปน 1 - เปนการ initialize คา i ทําแคครั้งเดียวเทานั้น เพราะฉะนั้น 
เราใหใชเวลา 1 unit 

2. ทดสอบวา i <= n หรือไม - นี่จะเปนการทดสอบกอนเขา loop นับตั้งแตแรกเริ่มคือ i 
มีคาเปน 1 สวนการ ทดสอบครั้งสุดทาย คือ ตอนที่จะเขา loop ไมไดเปนครั้งแรก นั่น
คือ เมื่อ i มีคาเปน n+1 เพราะฉะนั้น การ ทดสอบทั้งหมดตองทํา n+1 ครั้ง เราใหเปน
หนวยเวลา n+1 unit 

3. เพิ่มคา i  เปนคาที่มากกวาเดิมอยู 1- นี่จะเปนการเพิ่มคา i ทุกครั้งกอนขึ้น loop ใหม 
ครั้งแรกจะเกิดตอนที่ i เทากับ 1 สวนครั้งสุดทายจะเกิดขึ้นตอนที่ i เทากับ n และจะ
เปลี่ยนคา i เปน n+1 (พอเปน n+1 ก็จะเขา loop ไมไดอีก) เพราะฉะนั้น การเพิ่มคา i 
นี้จะมี n ครั้ง เราใหเปนหนวยเวลาเทากับ n unit 

จากทุกๆขั้นตอนในบรรทัดนี้ รวมแลวใชเวลา 1 + n+1 + n = 2n + 2 
 

บรรทัดที่ 4: tempSum += i*i; 
ตัว tempSum += i*i; นี้อยูใน loop จากการดูบรรทัดที่ 3 เราทราบแลววาจะมีการเพิ่มคา

ทั้งหมด n ครั้ง เพราะฉะนั้น statement นี้ ก็ตองมีการ execute n ครั้ง เชนกัน แต statement นี้ทํา
อะไรบางในการผาน loop แตละครั้ง 

1. มีการคูณ 1 ครั้ง - ใหเปนเวลา 1 unit 
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2. มีการบวก 1 ครั้ง - ใหเปนเวลา 1 unit     
3. มีการทํา assignment 1 ครั้ง -ใหเปนเวลา 1 unit 

 
ในเมื่อผาน loop ทั้งหมด n ครั้ง เวลาทั้งหมดของ statement ในบรรทัดนี้จึงเปน 
(1 + 1 + 1)*n = 3n unit 
เมื่อรวมเวลาทุก unit ของทั้งโปรแกรม เราจะไดเวลารวมเทากับ 
1 + 1 + 1 + (2n + 2) + 3n = 5n + 5 unit 

โปรแกรมแคนี้ยังเสียเวลาในการกะ running time ขนาดนี้ ดังนั้น โปรแกรมใหญ ๆ ยิ่งไมตอง
พูดถึง ดังนั้น ถาจะคํานวณ running time ของโปรแกรมใหรวดเร็วเราจําเปนตองใชการ
ประมาณอยางคราว ๆ กวานี้ นั่นคือตองใช Big O นั่นเอง 

 
สําหรับโปรแกรมนี้ สวนที่จะโดน execute มากที่สุดก็คือ สวนที่ loop นั่นเอง เวลาในการ run 
สวนอื่นจะนอยมากเมื่อเทียบกับสวนที่เปน loop ซึ่งทําซ้ําไปประมาณ n ครั้ง ดังนั้นเราสามารถ
ประมาณ running time ของ code นี้ในเทอมของ Big O ไดคือ 

Running time = )(nO  
เราสามารถตรวจสอบความถูกตองของคาประมาณนี้ได  
จากการที่เรารูวา running time จริง ๆ เทากับ 5n + 5 เราจะไดวา 

)(55 nOn =+  
ซึ่งจากนิยามของ Big Oเราจะได 

ncn ∗≤+ 55 , โดย 6=c  
 

จากตัวอยาง 1-2 จะเห็นไดวา เราสามารถหา Big O ไดจากการดู for loop เทานั้นเอง ผมจะสรุป
หลักของการดู loop ใหดังตอไปน้ี 
 
For Loop: คา Big O คือ จํานวนครั้งที่ loop ทําซ้ําโดยใชตัวแปรเปนหลัก ในตัวอยาง 1-2 นี้ก็
คือ n 
Nested Loop: เอาคา Big O ของ loop แตละช้ันมาคูณกัน อยางเชนถามีโปรแกรม 
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1:   for (i = 1; i <= n; i++) 
2:    for (j = 1; j <= n; j++) 
3:     statements; 

  
คา Big O จะเปน )( nnO ∗  
 ทางทฤษฏี เราสามารถเขียนนิยามออกมาไดดังตอไปนี้ 

นิยามที่ 1-2  
 ถา ))(()(1 NfONT =  และ ))(()(2 NgONT =  

∴ ))()(()()( 21 NgNfONTNT ∗=∗   
สําหรับ code ในตัวอยางนี้นั้น  NNgNf == )()(  
 
Statement ท่ีเรียงตอกันแตละบรรทัด: เอาคา Big O ของแตละ statement มาเทียบหาตัวที่มาก
ที่สุด ตัวอยางเชน ถามีโปรแกรม 
1:   for (i = 0; i <= n; i++) 
2:    statement1; 
3:   for (j = 0; j <= n; j++) 
4:    for (k = 0; k <= n; k++) 
5:     statement2; 

 
code นี้เกิดจากการเรียง for loop ที่ 1 และ for loop ที่ 2 
Big O รวม คือ )( 2nO ซึ่งเปนของ loop 2 ที่ไมคิดเวลาจาก loop แรก ก็เพราะวาไมมีนัยสําคัญ
เลยเมื่อเทียบกับ loop 2 ทางทฤษฏี เราสามารถเขียนนิยามของการหา running time จาก 
Statement ที่เรียงตอกันแตละบรรทัดออกมาไดดังตอไปน้ี 

นิยามที่ 1-3  
 ถา ))(()(1 NfONT =  และ ))(()(2 NgONT =  

∴ )))((),((max()()( 21 NgONfONTNT =+   
 

ประโยคแบบมีเง่ือนไข: 
 ถามี Code 
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1:   if (condition) 
2:    Statement1 
3:   Else 
4:    Statement2 

 
เวลาในการ run ของโปรแกรมนี้คือ เวลาในการ run ที่มากที่สุดระหวางเวลาในการ run ของ 
statement 1 และ statement 2 เราไมรูวา statement ไหนจะถูกเลือกกันแน ดังนั้นตองเลือกตัวที่
แยกวาไวกอน 
 
ตอนนี้ เรารูวิธีหา Big O ของ code แลว กอนที่จะมาเรียนนิยามตอไป เรามาลองดูตัวอยางการ
หาเวลาในการ run ของ code ที่เปน recursion (recursion คือ โปรแกรมที่เรียกตัวเองเรื่อย ๆ แต 
input ที่ใชตองขนาดลดลงเรื่อย ๆ จนถึงขนาดพื้นฐานที่จะไมเรียกตัวเองอีก ไมง้ันจะไมมีวัน 
run จนจบ) 
 

ตัวอยางที่ 1-3  
จงหาเวลาในการ run ของ code ตอไปนี้ ทั้งแบบหนวย unit และ Big O 
1:   My method (int n) { 
2:    if (n == 1) { 
3:     return 1; 
4:    } else { 
5:     return 2*mymethod(n – 1) + 1; 
6:    } 
7:   } 

 
กอนอื่น เรามาดู Big O กอน การ run ของโปรแกรมนี้ จํานวนครั้งที่คูณและบวกจะขึ้นอยูกับคา
ของ n (คือ จํานวนครั้งของการเรียกใช method นั่นเอง เพราะฉะนั้น Big O ก็คือ )(nO ) 
มีขอสังเกตวาแมวาเราจะเปลี่ยน code ใหใช iteration แทน recursion แลวก็ตาม (code ขางลางนี้
คือแบบที่ใช iteration นั่นคือใช loopแทนการเรียกใช method) โปรแกรมนี้ก็จะยังมีคา Big O 
เปน )(nO เหมือนเดิม 



10   โครงสรางขอมูลกับโปรแกรม วิศวกรรมคอมพิวเตอร จุฬาฯ    
 

1:  mymethod (int n) { 
2:    int result = 1; 
3:    int i = n; 
4:    while (i > 1) { 
5:      result = 2 * result + 1; 
6:      i = i-1; 
7:    } 
8:    return result; 
9:  } 

 
แตการใช recursion จะสิ้นเปลือง memory เพราะการเรียกใช method ในแตละครั้งตองเสียเนื้อ
ที่ใน memory เพื่อสราง activation record ใหม (รูป 1.6) 
 
คราวนี้ มาลองคิดเปน unit time ดูเลนๆ (ดูจาก code ตอนทํา recursion นะ) ถาเราให )(nA คือ 
จํานวน operation ที่เกิดขึ้น เมื่อมี input คือ n  (เราจะใหจํานวน operation ทําหนาที่เปน unit 
time ของเรานั่นเอง) 
 
 
 
 
 
 

รูป 1.6: สิ่งท่ีเกิดขึน้ท่ี memory เมื่อมีการเรียกใช method จากตัวอยาง 1.4 
 

2)1( =∴A  (คา 2 นี่มาจาก 2 operations ซึ่ง operation แรกคือการทดสอบคาวา 1=n  
หรือไม สวน operation ที่สองคือการ return คา 1 
 
แลว A(2) จะเปนเทาไรละ เราสามารถนับจํานวน Operation ไดดังนี้ 

=)2(A ทดสอบ if (n = = 1) มาแลว (1 operation) + การคูณ (1 operation) + การบวก (1 
operation) + )1(A  + การ return (1 operation) 

4)1()2( +=∴ AA   
 

Mymethod(n) Mymethod(n) 
Mymethod(n-1) 
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)3(A ก็จะมีรูปแบบเชนเดียวกันคือ 
=)3(A ทดสอบ if(n = = 1) มาแลว + การคูณ + การบวก + )2(A + การ return 

4)2()3( +=∴ AA  
จะสังเกตไดวา 4)1()( +−= NANA  โดยมี 2)1( =A  
 
นี่คือ สมการของความสัมพันธเวียนเกิด ซึ่งเราสามารถทําเปนรูปแบบปดไดเพื่อหาคา unit time 
ที่แทจริง จากการสังเกต เราจะได 

4)4()5( += AA  
  444)4)1(( ++++= A , ใชการคลี่ 

)1()4(4)5( AA +=  
242)1(4)( −=+−=∴ nnnA   

เพื่อความแนใจในรูปแบบปดที่เราหาได เราสามารถพิสูจนใหเห็นวา 24)( −= nnA  มีคา
เทากับ 2)1(,4)1()( =+−= AnAnA โดยวิธีการอุปนัยทางคณิตศาสตร 
Base case: (n=1) 
 เราแทนคาจากสมการรูปแบบปดของเรา จะไดวา 
 22)1(4)1( =−=A ซึ่งผลลัพธตรงกับนิยามแรก  
 
Inductive hypothesis: 
ต้ังสมมติฐานวา 24 −n มีคาเทากับ 4)1( +−nA   
 
ตองพิสูจน: 
ใหไดวา 4)(2)1(4 +=−+ nAn จึงจะถือวา 24 −n เปนรูปแบบปดที่ถูกตอง 
 
สมการ 
 4)(2)1(4 +=−+ nAn  
นี้ เราสามารถจัดใหเปน 
 4]4)1([424 ++−=+− nAn  
ไดดวยการกระจาย และนิยามของความสัมพันธเวียนเกิด 
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เรารูจากขอสมมติฐานวา 24 −n มีคาเทากับ 4)1( +−nA   
เพราะฉะนั้นจากสมการขางบนนี้ เราสามารถสรุปไดอยางชัดเจนวา 

4)(2)1(4 +=−+ nAn  
 
แสดงวา 24)( −= nnA คือจํานวน operation (ในแบบ unit time) ที่ถูกตอง 

 
ขอสังเกต: คา 24 −n ที่ไดนี้ก็สอดคลองกับคา )(nO ที่เราไดตอนแรก เพราะฉะนั้นจะเห็นได
วาการหา running time ดวย Big O มีความสะดวกรวดเร็วกวาการหาแบบ unit time อยูมาก 
 
ตอนนี้ ทุกคนคงจะมีความเขาใจเกี่ยวกับ Big O แลว การเลือกใชโครงสรางขอมูลสําหรับงาน
หนึ่ง ๆ จึงจําเปนตองคํานึงถึงคา Big O ในการ run ดวย ตอไปนี้จะเปนตัวอยางของปญหา
ปญหาหนึ่งซึ่งเราสามารถใชการเปรียบเทียบ Big O ของ code ในการเลือกโปรแกรมที่
เหมาะสมที่สุดสําหรับการแกปญหานี้ 

ตัวอยางที่ 1-4  
การแกปญหา Maximum Subsequence Sum มีหลายวิธี เราจะนําเสนอวิธีตาง ๆ และวิเคราะหวา
วิธีไหนเหมาะสมที่สุด โดยเปรียบเทียบ Big O ของแตละวิธี (ตัวอยางนี้เปนการเปรียบเทียบ Big 
O ของ algorithms ไมไดเกี่ยวกับโครงสรางขอมูลโดยตรง แตอยางที่แสดงในตัวอยาง 1.1 
โครงสรางขอมูลแตละชนิดให Big O ตางกัน) 
 
กอนอื่น เราตองรูวา ปญหา Maximum Subsequence Sum นั้นคืออะไร 
 
ถามีจํานวนเต็ม nAAAA ,...,, 321   

Maximum Subsequence Sum คือ คา ∑
=

j

ik
kA ที่มีคามากที่สุด นั่นก็คือ ผลบวกของจํานวน

ติดกัน (เริ่มหรือจบตรงไหนก็ได ขอใหเปนจํานวนที่ติดกันก็พอ) ที่มีคามากที่สุด อยางเชน ถามี  
-2, 11, -6, 16, -5, 7 
ผลรวมของ 11, -6, 16 คือ 21 ผลรวมนี้ก็ดูมีตัวเลขมาก (ตามสัญชาติญาณ) แตที่มากที่สุดจริงๆ 
ก็คือ จาก 11, -6, 16, -5, 7 ซึ่งรวมแลวได 23 คานี้แหละคือ Maximum Subsequence Sum  
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ตอนนี้ เมื่อเรารูนิยามของปญหานี้แลว มาดูวิธีแกปญหานี้ในแบบตาง ๆ 
วิธีที่ 1  
1:  int maxSubSum01 ( int [] a) { 
2:   int maxSum = 0; 
3:   for (int i = 0; i < a.length; i++) { 
4:    for (int j = i; j < a.length; j++) { 
5:     int theSum = 0; 
6:     for (int k = i; k <= j; k++) { 
7:      theSum += a[k]; 
8:     } 
9:     if (theSum > maxSum) { 
10:      maxSum = theSum; 
11:     } 
12:    } 
13:    return maxSum; 
14:   } 
15:  } 

 
คา Big O เมื่อดูจากตัวโปรแกรมแลว จะมีคาเทากับ )( 3NO เพราะคา max ของ loop 3 ช้ัน คือ 
N3 แตทําไมถึงนานขนาดนี้ เรามาดูขั้นตอนของวิธีนี้กัน วิธีนี้คือการดู array แลวเก็บผลบวกของ
ตําแหนงติดกันบน array โดย i เปน index ของจํานวนแรก และ j เปน index ของจํานวนสุดทาย 
คา i กับ j จะเปลี่ยนไปเรื่อยๆจนครอบคลุมทุกความเปนไปได สมมุติเรามี array ของจํานวนเต็ม 
4 หลักคือ  
 -2, 11, -6 และ 4 
 
 เมื่อ i = 0, j = 0, k = 0:  
 

theSum = -2      maxSum ยังคงเปน 0 
ในการ loop หา theSum ครั้งตอไป j ไดกลายเปน 1 เพราะฉะนั้นคาที่ k เปนไดจะมี 2 คา คือ 0 
กับ 1  
 
เมื่อ i = 0, j = 1, k = 0: คาตางๆยังคงเหมือนเดิม   
 
 

-2 11 -6 4 
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เมื่อ i = 0, j = 1, k = 1: 
 

theSum = -2 + 11 = 9        สวน maxSum = 9 
ในการ loop หา theSum ครั้งตอไป j จะกลายเปน 2 เพราะฉะนั้น คา k ที่เปนไดก็จะมีไดต้ังแต 0 
ถึง 2 
 
เมื่อ i = 0, j = 2, k = 0:   
 

theSum = -2  
 
เมื่อ i = 0, j = 2, k = 1: theSum = -2+11 =9 
 
เมื่อ i = 0, j = 2, k = 2: theSum = 9 – 6 = 3         maxSum ยังคงเปน 9 
ในการ loop หา theSum ครั้งตอไป j จะกลายเปน 3 และตอไปก็ 4 (ขอขาม เพราะวิธีการ
เหมือนเดิม) 
 
เมื่อ i เปลี่ยนเปน 1 การ run ก็จะเหมือนเมื่อ i = 0 เพียงแตเริ่มจาก array element index ที่ 1 
แทนที่จะเปน 0 
 
เมื่อ i = 1, j = 1, k = 1:  
 
                                              theSum = 11 maxSum เปลี่ยนเปน 11 
 
ในการ loop หา theSum ครั้งตอไป j ไดกลายเปน 2 คาที่ k เปนไดจะมี 2 คา คือ 1 กับ 2 
 
 
 
 

-2 11 -6 4 

-2 11 -6 4 

-2 11 -6 4 
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เมื่อ i = 1, j = 2, k = 1:  
 

theSum = 11 
 
 
เมื่อ i = 1, j = 2, k = 2:         theSum = 11 – 6  = 5     maxSum ยังคงเปน 11 
 
ในการ loop หา theSum ครั้งตอไป j จะกลายเปน 3 คา k ที่เปนไดก็จะมีไดต้ังแต 1 ถึง 3 
เมื่อ i = 1, j = 3, k = 1:  
 

                                                     theSum = 11  
 

เมื่อ i = 1, j = 3, k = 2:                  theSum = 11 – 6  = 5 
 
เมื่อ i = 1, j = 3, k = 3:                  theSum = 5 + 4 = 9  maxSum ยังคงเปน 11 
 
ไมทําใหดูตอแลวนะ จากตัวอยางจะเห็นไดวาวิธีนี้เปนการลองทุกกรณี และวิธีนี้ก็มีจุดออนที่
เห็นไดชัดเจนมาก นั่นคือในการ loop หา theSum แตละครั้ง โปรแกรมตองเริ่มเก็บคาใหม
ต้ังแตตน แทนที่จะบวกตอจากคาที่หาไดในการ loop ครั้งกอน อยางเชน ถาบวกจากตําแหนง 0 
ถึง2 ไปแลว ตอนที่บวกจากตําแหนงที่ 0 ถึง 3 กลับตองเริ่มบวกใหมหมด แทนที่จะใชผลจาก
การบวกจากตําแหนง 0 ถึง2 ได 
 
วิธีที่ 2 เรามาดูตัวโปรแกรมกันกอน ในรูปขางลาง 
ถาดูจาก Big O เราจะเห็นวามี for loop อยูสองลูป ซึ่งแตละลูปมีจํานวนการ run ขึ้นตรงกับ
ขนาดของขอมูลเขา ดังนั้น โปรแกรมนี้จึงมีคา Big O เปน O(N2) ซึ่งนอยกวาวิธีแรก ดังนั้น 
โปรแกรมนี้เร็วกวาแนนอน ถาเลือกระหวางวิธีที่หนึ่งกับวิธีนี้ เราก็ควรจะเลือกวิธีนี้ 

-2 11 -6 4 

-2 11 -6 4 
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-2 11 -6 4 

1:  int  maxSubSum02 (int [] a) { 
2:   int maxSum = 0; 
3:   for (int i = 0; i < a.length; i++) { 
4:    int theSum = 0; 
5:    for (int j = i; j < a.length; j++) { 
6:       theSum += a[j]; 
7:            if (theSum > maxSum) { 
8:             maxSum = theSum;                        
9:            } 
10:    } 
11:   } 
12:   return maxSum; 
13:  } 

 
วิธีนี้เร็วกวาวิธีแรกยังไง จากตัวโปรแกรม เราจะเห็นไดวา โปรแกรมนี้ทําการเก็บคา theSum 
ไปเรื่อย ๆ ตามขนาดของ array แตจะตางจากวิธีแรก คือ จะมีการเก็บสะสมคา theSum ไวใชใน
การคํานวณครั้งตอไป โดยมี i เปนตัวกําหนดตําแหนงที่จะเริ่มบวก ตอจากนั้น ก็จะเริ่มบวกจาก
ตําแหนงที่ i นั้นๆ โดยใช  j เปนตัวทําการลูป ดังนั้นลูปในสุดของโปรแกรมนี้จะทําหนาที่
เหมือนลูปสองลูปดานในของวิธีแรก และการลูปนี้ ก็จะเปนการ update คา maxSum ไปในตัว
เลย   นี่คือเหตุผลที่ทําใหประหยัดเวลาไดมาก รูป 1.7 เปนการแสดงการทํางานของโปรแกรมนี้
เมื่อ i มีคาเปน 0 จะเห็นไดวามีการสะสมคา theSum ไวใชใน iteration ตอไป 
 
      
 
เมื่อ i=0, j=0:   theSum = -2    maxSum = 0 
 
เมื่อ i=0, j=1:   theSum =   -2   + 11 =    9    maxSum กลายเปน 9 
 
เมื่อ i=0, j=2:   theSum =   9   +  (-6) =    3  maxSum ยังคงเปน 9 
 
เมื่อ i=0, j=3:   theSum =   3   + 4  maxSum ยังคงเปน 9 
เมื่อ i=0, j=4:   คา j เกินกวาลิมิต  ทําอะไรไมได 
 

รูป 1.7 ขั้นตอนการหา max sub sum วิธีท่ีสอง 
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เมื่อ i มีคาเปน 1 กระบวนการคิดยังคงเหมือนเดิม เพราะฉะนั้น ถาขนาดของอารเรยคือ N เราจะ
มีจุดเริ่มตนนับอยู N จุด โดยในแตละจุด มีการบวกสะสมคาอยางมากที่สุด N ครั้ง ซึ่งนี่ก็คือ
ที่มาของ O(N2) นั่นเอง 
 
วิธีที่ 3 
ตอไปมาดูวิธีที่สามกัน วิธีที่สามนี้ใชความรูจากความสัมพันธเวียนเกิด [หนังสืออ. สมชาย] มา
เปนหลักในการเขียนโปรแกรม หลักการที่ใช คือ การแบงแยกและเอาชนะ (divide and 
conquer) นั่นคือ แบงปญหาออกเปนสวนเล็ก ๆ สองสวนเทา ๆ กัน แลวก็แบงไปเรื่อย ๆ จนถึง
ปญหาพื้นฐาน (ซึ่งแกไดงาย) หลังจากนั้นก็รวมคําตอบสวนตาง ๆ เขาดวยกัน 
สําหรับในการแกปญหา maximum subsequence sum นั้น ตัว sequence ที่เปนคําตอบอาจจะอยูใน 

- ครึ่งซายของการแบงปญหา หรือ 
- ครึ่งขวาของการแบงปญหา หรือ 
- อยูทั้งสองขาง (ตองมีตัวสุดทายจากครึ่งซายและตัวแรกจากครึ่งขวา) 

อยางในตัวอยางขางลางนี้ ซึ่งเปน array ที่มีสมาชิก 8 ตัว 
1 -2 7 -6 2 8 -5 4 

 
• ครึ่งซาย คา maxSubSum = 7 
• ครึ่งขวา คา maxSubSum = 10 
• maxSubSum ของครึ่งซายที่มีตัวสุดทาย (-6)  คือ 1 
• maxSubSum ของครึ่งขวาที่มีตัวแรก (2)  คือ 10 

 
เพราะฉะนั้น maxSubSum ของชวงที่อยูทั้งครึ่งซายและขวา = 10 + 1 = 11 
เพราะฉะนั้นคา maxSubSum ของตัวอยางนี้คือ max ของ 7, 10 และ 11 นั่นก็คือ 11 นั่นเอง 
 
ดังนั้นเราสามารถใชการแบงขางซายขวาชวยในการหาคําตอบได ตัวโปรแกรมเปนดังรูป 1.8 
 
ในการหาคา Big O ของโปรแกรมในรูป 1.8 นี้ เราสามารถหาไดจากการประมาณ unit running 
time จากตัวโปรแกรมเอง ถาใหเวลาในการ run maxSumDivideConquer สําหรับ array ขนาด n 
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เปน T(n) จะเห็นไดวาการเรียก maxSumDivideConquer เพื่อหาคา maxsumleft และ 
maxsumright จะมีเวลาในการ run = T(n/2) 
 
สวนลูปที่หา maxlefthalfSum กับ maxrighthalfSum แตละลูปจะ run ไปได n/2 ครั้ง เพราะ
ตรวจดูแคครึ่งหนึ่งของ input  
 
สวนอื่น ๆ ของโปรแกรมนี้จะ run ดวยเวลาคงที่ ฉะนั้นสามารถตัดพวกนั้นทิ้งไปได 
 
จะไดวา  T(n) = 2T(n/2) + 2O(n/2) 
   T(n) = 2T(n/2) + O(n) 
เพราะวา O(n) <= c*n ตามนิยาม เราสามารถแทน O(n) ดวย c*n ไดในการประมาณคาเวลา 
เพราะฉะนั้น คาประมาณคือ T(n) = 2T(n/2) + cn 
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เมื่อเอา (1) + (2) + (3) +…..+ (x) จะได 

T(n)/n = T(1)/1 + c * log (n) 
T(n) = n* T(1) + c*nlog(n) 

เพราะวา T(1) เปนคาคงที่ ดังนั้นเราจึงสามารถตอบไดทันทีวา T(n) มี Big O เปน O(n log(n) 
ซึ่งคา Big O นี้นอยกวาคา Big O ของวิธีที่ 2 วิธีนี้จึงนาจะดีกวา (แตอยาลืมวาการใช recursion 
ตองเปลืองหนวยความจําในการสราง stack) 
 
วิธีที่ 4 
คือการเอาวิธีที่ 2 มาปรับปรุงใหเร็วขึ้น โดยอาศัยขอสังเกตที่วา 
• ตัวแรกของ maximum subsequence sum จะเปนลบไมได อยางเชน 

3 -5 1 4 7 -4   
 คา -5 จะเปนตัวแรกของ sequence ของคําตอบไมได แคเราใหตัวแรกเปนสมาชิกของ array 
ตัวตอไปแทน (ในที่นี้คือเลข 1) เราก็จะไดคารวมมากขึ้นแลว นั่นคือ ถามีจํานวนบวกอยูบาง 
ยังไงถาเราเริ่มคิด sequence จากจํานวนบวก เราก็จะได คามากกวาเมื่อเริ่มดวยจํานวนลบแนๆ 
(อยาลืมวาเราใชสมมติฐานวา maximum subsequence sum มีคานอยที่สุดคือ 0 ดังนั้นแมทุก
จํานวนจะเปนลบ เราก็ยังสามารถตอบไดวาคา maximum subsequence sum นั้นเปน 0) 

(2) 

(3) 

(x) 
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1:  int maxSumDivideConquer (int [] array, int 
leftindex, int rightindex { 

2:  // ตองถือวาขนาดของอารเรยหารสองลงตัวพอดีจะไดแบงไดเทากัน ไมเชนนั้นยาก 
3:   if (leftindex == rightindex) { // Base Case 
4:    if (array[leftindex] > 0 ) 
5:     return array[leftindex]; 
6:    else 

7:     return 0; // maxSubSum มีคาต่ําสุดคือ 0 เทานั้น 
8:   } 
9:   
10:   int centerindex = (leftindex + rightindex)/2; 
11:   int maxsumleft = maxSumDivideConquer(array, 
leftindex, centerindex); 
12:   int maxsumright = maxSumDivideConquer ( array, 
centerindex + 1, right); 
 
13:   int maxlefthalfSum = 0, lefthalfSum = 0; 

14:   // เก็บผลรวมที่มากที่สุดนับจากตัวสุดทายของครึ่งซายลงไปถึงตัวแรก 
15:   for (int i = center; i >= leftindex; i--) { 
16:    lefthalfSum = lefthalfSum + array[i]; 
17:    if (lefthalfSum > maxlefthalfSum) { 
18:     maxlefthalfSum = lefthalfSum; 
19:    } 
20:   } 
21:   int maxrighthalfSum = 0, righthalfSum = 0; 
22:   // เก็บผลรวมที่มากที่สุด นับจากตัวแรกของครึ่งขวาไปถึงตัวสุดทาย 
23:   for (int i = centerindex + 1; i <= rightindex; i++) { 
24:    righthalfSum = righthalfSum + array [i]; 
25:    if (righthalfSum > maxrighthalfSum) { 
26:     maxrighthalfSum = righthalfSum; 
27:    } 
28:   } 

29:   // จากนั้นหา max ของทั้ง 3 กรณี คือ ของครึ่งซาย, ของครึ่งขวา, และของที่อยูทั้ง 2 
ครึ่ง 
30:  return max3 (maxsumleft, maxsumright, maxlefthalfSum 
+ maxrighthalfSum) 
31:  } 

รูป 1.8 โคดการหา maximum subsequence sum ดวย divide/ conquer 
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• subsequence ที่มีผลรวมเปนลบ ไมสามารถเปนสวนเริ่มตนของ maximum 
subsequence sum ไดดวยเหตุผลเชนเดียวกัน 

 
ถาใหเราอยูระหวางการทําลูป ลูปหนึ่ง โดยที่ i เปน index ของตัวแรกของ subsequence และ j 
เปน index ของตัวสุดทายของ subsequence (ซึ่งตัวสุดทายนี้ทําให subsequence มีคาเปนลบ) 
และ p เปน index ใด ๆ ระหวาง i+1 กับ j ดังรูป 

array a  
 . . . . .   
 i   p  j  

ขั้นตอไปของลูปก็นาจะเปนการเลื่อน j ออกไป ซึ่ง 
• ถา a[j] เปนลบ เราก็ไมได maximum subsequence sum ที่ดีขึ้น คาของ maximum 

subsequence sum ก็จะยังคงไมเปลี่ยน 
• ถา a[j] เปนบวก เราก็จะไดคา a[i]+…+a[j] ที่มากขึ้นกวา a[i]+…+a[j ตัวเกา] แต

เพราะ a[i]+…+a[j ตัวเกา] เปนลบ คาผลรวมจึงไมมีทางสูคาของ maximum 
subsequence sum ที่เก็บสะสมมาตอนที่ผลรวมยังเปนบวกได หรือแมแตจะสูคา a[j 
ตัวใหม] เพียวๆก็ไมได ดังนั้นจึงสรุปไดวา ถามี subsequence เปนลบแลวละก็ เราไม
ตองทําการเลื่อน j ใหเสียเวลา เราควรไปเลื่อน i เลย 

แตควรจะเลื่อน i ไปแคหนึ่งชองเทานั้นหรือ จากสมมติฐานของขอนี้ เรารูวา a[j] เทานั้นที่ทําให 
a[i]+…+a[j] มีคาเปนลบ เพราะฉะนั้น การเลื่อน i เพิ่มไปหนึ่งตําแหนง ก็มีแตทําใหคาผลรวม
จาก a[i] ถึง a[p] (โดย p เปนคาที่อยูระหวาง i ถึง j) ลดลง นั่นคือ ถาเลื่อน j จาก i ตัวนี้ ยังไงก็
ไมมีทางเพิ่ม max sub sum ได เพราะฉะนั้นถาจะให sequence มีคามากขึ้นไดอีก  มีทางเดียวคือ
เราตองเริ่มคิดจากตําแหนงที่ j+1 นั่นคือเลื่อน i ไปที่ j+1 เลย การทําแบบนี้ทําใหการตรวจสอบ
เร็วขึ้นมาก 
 
เรามาดูตัวโปรแกรมกันจากรูป 1.9 จากตัวโปรแกรมจะเห็นวามีการตรวจสอบหนึ่งรอบ โดย
เรียงตรวจสอบทุกสมาชิก แตวาจะ reset คา theSum (สะสมมาจากตําแหนง i ตามขอสังเกตของ
เรา) ที่สะสมไวใหเปน 0 เมื่อเจอตัวที่ทําให sequence เปนลบ(ตัวนี้อยูที่ตําแหนง j) ดังนั้น 
theSum ตอไปจะถูกสรางจากการรวมเลขตําแหนงที่ j+1 เปนตนไป ซึ่งเปนไปตามขอสังเกต
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ของวิธีที่ 4 นี้ และจะเห็นไดชัดเจนวา Big O ลดลงมาเหลือแค O(n) เทานั้น เพราะมีลูปเพียงลูป
เดียว 

 
1:  int maxsubsumOptimum (int[] array) { 
2:  int maxSum = 0, theSum = 0; 
3:  for (int j = 0; j < a.length; j++) { 
4:     theSum = theSum + array [j]; 
5:     if ( theSum > maxSum) { 
6:        maxSum = theSum; 
7:             } else if (theSum < 0) { // ถาเจอ a[j] ที่ทําใหทั้ง  
8:                              //sequence เปนลบ 
9:   

10:     theSum = 0;   // นี่คือจะมาเริ่มคิดใหมจากตําแหนง j+1 
11:   } 
12:  } 
13:  return maxSum; 
14:  } 

รูป 1.9 โคดของวิธท่ีีสี่ในการหา maximum subsequence sum 

การมี log ใน Big O 
จากตัวอยางวิธีที่ 3 ของการแกปญหา maximum subsequence sum จะเห็นวามี log เขามา
เกี่ยวของ เรามีหลักงาย ๆ ในการดูวาโปรแกรมมี Big O เปน log คือถาเราสามารถใชเวลาคงที่ 
(O(1)) ในการแบงปญหาปญหาหนึ่งออกเปนสวน ๆ เทา ๆ กัน (อยางในตัวอยาง maximum 
subsequence sum เราแบงปญหาเปนสองสวนเทา ๆ กัน) ปญหานั้นจะมี Big O เปน O(log n)ใน
การคิดปญหาประเภทนี้เรามักสมมติใหมีการอานขอมูลเขาเรียบรอยแลว มิฉะนั้นแคการอาน
ขอมูลเขาก็เปน O(n) แลว 
 

ตัวอยางที่ 1-5  
มีสมาชิก อารเรย a[0] ถึง a[n-1] ซึ่งเรียกจากนอยไปหามากอยูในอารเรย a เรียบรอยแลว เรา
ตองการจะหา x วาอยูในชองของ index ไหน (ถาไมอยูเลยใหแสดงผลเปน -1) 
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ถาใชการไลหาจากสมาชิกอารเรยตัวแรก (Big O คือ O(n)) จะเสียเวลาได ในเมื่อเรารูวาอารเรย
นี้เรียงสมาชิกไวแลว ก็ควรใชความรูนี้ใหเปนประโยชน โดยดูสมาชิกตัวกลางของอารเรย ถา
มันนอยกวา x แสดงวา เหลือครึ่งขวาของ array ใหหาอยางเดียว ถามันมากกวา x ก็จะเหลือครึ่ง
ซายใหหาอยางเดียว ทําอยางนี้จะหาไดเร็วขึ้นมาก วิธีนี้เรียกวา Binary search 
มาดูตัวโปรแกรมกัน 
1:   int binarySearch (int[] a, int x) { 
2:    int left = 0, right = a.length – 1; 
3:    while (left <=right) { 
4:     int mid = (left + right)/2; 
5:     if (a[mid] < x ) { 
6:      left = mid + 1; 
7:     } else if (a[mid] > x) { 
8:      right = mid – 1; 
9:     } else { 
10:      return mid; 
11:     } 
12:    } 

13:    return -1; // ถึงตรงนี้แสดงวาไมเจอเลย 
14:  } 

 
จะเห็นไดวาในแตละครั้งที่ลูป ขนาดของอารเรยที่เราตองตรวจสอบจะลดไปครึ่งหนึ่งทุกครั้ง 
ฉะนั้นคา Big O คือ O(log(n)) การหาขอมูลดวยวิธีนี้ใชไดดีกับตารางที่ไมคอยมีการ
เปลี่ยนแปลง (ไมง้ันตองจัดเรียงขอมูลบอยเกินไป) 

 

ตัวอยางที่ 1-6  
ลองดูโปรแกรมที่หาตัวหารรวมมากของ n กับ m 
1:   long gcd (long m , long n) { 
2:    while (n!=0) { 
3:     long rem = m%n; 
4:     m = n; 
5:     n = rem; 
6:    } 
7:    return m; 
8:  } 
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นี่คือการหาเศษไปเรื่อย ๆ จนเศษเปน 0 คาเศษที่เกิดกอน 0 จะเปนคําตอบ (รูป 1.10 แสดง
ขั้นตอนการหา gcd (2564, 1988)) จากโปรแกรม คาที่กําหนดวาจะมีการวนลูปหรือไม ก็คือคา 
n ซึ่งมาจาก rem (เศษ) อีกที เพราะฉะนั้น การลดลงของเศษจะบอกวา Big O เปนเทาไร แตถา
เราดูจากรูป 1.10 จะเห็นวา ในการเขาลูปครั้งหนึ่งไปการเขาลูปถัดไป คาเศษลดลงอยางไมเปน
สัดสวนเลย (ชวงแรกจะลดลงมาก จาก 576 เปน 260 และ 56 แตชวงหลังจะไมคอยลด จาก 56 
ไป 36 และ 20) ในการหาคา Big O ของตัวอยางนี้เราตองใชประโยชนจากทฤษฎีตอไปนี้ 

 

นิยามที่ 1-4  
 ถา M > N แลว M mod N < M/2 

  
 
เราสามารถพิสูจนนิยามน้ีไดไมยาก 
• ถา N <= M/2: เนื่องจากเศษตองนอยกวา N เพราะฉะนั้น เศษก็มีคานอยกวา M/2 

โดยปริยาย 
• ถา N > M/2:   M หาร N จะได 1 กับเศษ M-N นั่นคือ 1 กับเศษ M – (> M/2) 

เพราะฉะนั้น เศษจะนอยกวา M/2 โดยปริยาย 
 
จากนิยามนี้ เราดูรูป 1.10 อีกที จะเห็นวา เศษของลูป ที่ 1 ถูกนํามาใชเปน m เริ่มตน(กอนหา
เศษ)ของลูปที่ 3 (และเศษของลูปที่ x จะถูกนํามาใชเปน m เริ่มตนของลูปที่ (x+2)) เพราะฉะนั้น 
เศษจากลูปที่ (x+2) จะตองมีคานอยกวาครึ่งหนึ่งของเศษจากลูปที่ x นี่แสดงวาเมื่อลูปผานไป
สองครั้ง ขนาดของ เศษลดลงเกินหรือเทากับครึ่งหนึ่งแน ๆ นี่ทําใหเราประมาณจํานวนครั้งของ
การลูป ได คือ 2 log n ครั้ง ซึ่งหมายความวา Big O คือ O (log n) 
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1st loop   rem = 2564 mod 1988 = 576 

        m = 1988 
        n = 576 

2nd loop  rem = 1988 mod 576 = 260 
        m = 576 
        n = 260 

3rd loop  rem = 576 mod 260 = 56 
    m = 260 

        n = 56 
4th loop  rem = 260 mod 56 = 36 

        m = 56 
        n =  36 

5th loop  rem =  56 mod  36 = 20 
        m = 36 
        n =  20 

6th loop  rem = 36 mod 20 = 16 
        m = 20 
        n = 16 

7th loop  rem = 20 mod 16 = 4 
    m = 16 

        n = 4 
8th loop  rem = 16 mod  4 = 0 

        m = 4 
        n = 0 

ไม loop ตอ :  return m = 4 เปนตัวหารรวมมาก 
 

รูป 1.10 ขั้นตอนการหาตัวหารรวมมากของ 2564 กับ 1988 
 

< (576/2) 
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ตัวอยางที่ 1-7  
การยกกําลังเลข อันนี้เกี่ยวกับ log n ยังไง? ตามปกติ ถาใหหา xn เราก็คงจะเอา x มาคูณกัน 
n-1 ครั้ง แตถาใหดูดี เราสามารถแกปญหานี้ในรูปแบบของการแบงแยกและเอาชนะได 
ดังนี้ 
• ถา n เปนเลขคู ก็แบงเปน xn/2 สองตัวแลวเอาผลลัพธมาคูณกัน (xn/2 *xn/2) = xn 

• ถา n เปนเลขคี่ ก็แบงเปน x(n-1)/2 สองตัวกับ x หนึ่งตัวแลวเอาผลลัพธมาคูณกันหมด 
(x(n-1)/2 * x(n-1)/2 *x) = xn 

จะสังเกตไดวา ปญหาถูกแบงเปน 2 ครึ่ง (ประมาณ) เทากัน โดยใชการคูณอยางมากแค 2 ครั้ง นี่
แสดงวาตองใชการคูณอยางมากแค 2 log n ครั้ง (คา Big O คือ O (log n)) 

ตัวโปรแกรมเปนดังนี้  
1:  long power (long x, int n) { 
2:    if (n==0) 
3:     return 1; 
4:    if (isEven (n)) 
5:     return power (x*x, n/2); 
6:    else 
7:     return power (x*x, n/2)*x; 
8:  } 

 
สําหรับเรื่องของ log นี้มีนิยามที่สําคัญคือ 

นิยามที่ 1-5  
 logk n = O(n) เมื่อ k เปนคาคงที่ 
(นิยามนี้บอกเราวา logarithm function มีอัตราการเพิ่มต่ํามาก) 

  

นิยามที่ 1-6  
 ฟงกช่ัน f(n) = loga n มีคา big O เปน O(logb n) (a และ b เปนจํานวนบวกที่ไมใช 1) 
(สรุปคือ log function มี growth rate เทากัน) 

  
 

พิสูจนนิยาม 1-6: 
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ให xna =log และ ynb =log  

bnan
byax

nbyax
nbna

ba

yx

ln*logln*log
lnln

lnlnln
,

=
=

==∴
==∴
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รูป 1.11 แสดง runtime ของ big O ตางๆ จากนอยไปมาก  

runtime 
c 
log n 
logk n 
n 
n log n 
n2 

n3 

2n 
 

 
รูป 1.11 runtime ของ big O 

นิยามอื่น ๆ นอกเหนือจาก Big O 
นิยามที่ 1-7  
 Big Omega ( Ω ) 

T(N) = Ω (g(N)) ถามีคาคงที่ C และ N0 ซึ่ง 
T(N) >= C g(N) โดย N>=N0 
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จากนิยาม ถา f(N) = Ω (N2) แลวละก็ f(N) = Ω (N) = Ω (N1/2) 
แตเราควรเลือกอันที่คาใกลความจริงที่สุด 

นิยามที่ 1-8  
 Big Theta ( Θ ) 

T(N) = Θ (h(N)) ก็ตอเมื่อ T(N) = O(h(N)) และ T(N) = Ω (h(N)) 
(คือมี c1, c2, N0 ที่ c1*h(N) <= T(N) <= c2*h(N) สําหรับ N >= N0 

  
 

นิยามที่ 1-9  
 small O 

T(N) = o(p(N)) ถา T(N) = O(p(N)) แต T(N) ≠ Θ (p(N)) 

  
 
• T(N) = O(f(N)) มีความหมายเหมือนกับ f(N) = Ω (T(N)) เราสามารถเรียกไดวา f(N) 

เปน “upper bound” ของ T(N) และ T(N) ก็ถือไดวาเปน lower bound ของ f(N) 
• f(N) = N2 และ g(N) = 2N2 มีคา Big O และ Big Ωเทากัน นั่นคือ f(N) = Θ (g(N)) 
• f(N) = N2 มี Big O ไดหลายคา (เชน O(N3), O(N4)) แตคาที่ดีที่สุดคือ O(N2) เรา

สามารถใชสมการ f(N) = Θ (N2) เปนการบอกวา คา Big O -คือ N2 นี้เปน Big O ที่ดี
ที่สุด 

จากขอสังเกตนี้ทําใหเราไดอีกหนึ่งนิยามคือ 

นิยามที่ 1-10  
 ถา T(N) คือ Polynomial degree k แลว 

  T(N) = Θ (Nk) 
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จากนิยามนี้ ถา T(N) = 5N4 + 4N3 + N เราจะไดวา T(N) = Θ (N4) 

Best case Worst case และ Average 
case  

เวลาในการ run แบบ worst case คือ เวลาเมื่อการ run ตองใชจํานวนขั้นตอนมากที่สุด สวน best 
case คือ เวลาในการ run ที่นอยที่สุดที่เปนไปได สองอยางนี้คงไมกอใหเกิดปญหาอะไร 
แตวาแลว average case (เวลาเฉลี่ย) ละจะหาอยางไร ถาเราคิดแบบงาย ๆ ก็จะสามารถหาไดจาก
การ 

1. ดูวามีก่ี input (ขอมูลเขา) เขาโปรแกรม 
2. สําหรับแตละ input ดูวาโปรแกรมใชก่ีขั้นตอน (unit time) ในการ run 
3. คาเฉลี่ย (average case running time) = ผลรวมของจํานวน unit time จากทุก input / 

จํานวน input 
แตการหาคาเฉลี่ยอยางงายนี้ ต้ังอยูบนสมมติฐานวา input แตละแบบมีอัตราการเกิดขึ้นเทากัน 
ถาจะใหไมตองมีสมมติฐานนี้ เราตองเอาคาความนาจะเปนในการเกิดของ input แบบตาง ๆ เขา
มาคิดดวยนั่นคือ 

Average case running time =  Σi  ความนาจะเปนของ inputi * คา unit time เมื่อใช inputi 

 
โดย ความนาจะเปนมีคาตั้งแต 0 ถึง 1 และความนาจะเปนทั้งหมดบวกกันตองได 1 แตวิธีนี้ก็ยัง
ต้ังอยูบนสมมติฐานที่วา คา ความนาจะเปนทั้งหมดตองหาได 
 
 

ตัวอยางที่ 1-8  
ถาเราตองการหา x ในอารเรยขนาด n   
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Best case เกิดขึ้นเมื่อเจอ x ในชองแรกของอารเรยเลย สวน Worst case เกิดขึ้นเมื่อ x อยูชอง
สุดทายในอารเรย (หรืออาจไมอยูเลย) Average case อาจเปนไดหลายอยาง ถาเราสมมติวา x 
อาจอยูในชองไหนของอารเรยก็ได (คือแตละชองมีโอกาสเทากัน) 

- โอกาสที่ x จะอยูในชองแรก คือ 1/n 
- โอกาสที่ x จะอยูในชองที่ i ใดๆ คือ 1/n 

เพราะฉะนั้น Average Case running time = 1/n * (จํานวนขั้นตอนที่ใชในการหาเมื่อ x อยูชองที่ 
1) + 1/n * (จํานวนขั้นตอนที่ใชในการหาเมื่อ x อยูชองที่ 2) +  ... + 1/n * (จํานวนขั้นตอนที่ใช
ในการหาเมื่อ x อยูชองที่ n หรืออาจไมอยูเลย)  
  = (1 + 2 +… + n) / n = (n+1)/2 
สรุปไดวาจะไดเวลาของ average case เปน (n+1)/2 ซึ่งมี big O เปน O(n) ซึ่งในที่นี้เปนคา big 
O ที่เทากับคา big O ของ worst case แตถาคาความนาจะเปนเปลี่ยนไป เชน  

• ใหความนาจะเปนที่จะเจอ x ในชองแรก = 
4
1  

• ความนาจะเปนที่จะเจอ x ในชองที่ 2  = 
8
1  

เพราะฉะนั้น ความนาจะเปนที่จะเจอ x ในชองหน่ึงนอกจากชองแรกและชองที่ 2   
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แบบฝกหัด 

1. ให f(n) = 7n*log2n และ g(n) = n2 จงหาคา n0 (ซึ่ง <= n) ซึ่งทําให f(n) <g(n) 
2. จงพิสูจนวา ถา ))(()(1 NfONT =  และ ))(()(2 NgONT =  แลว

)))((),((max()()( 21 NgONfONTNT =+  
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3. จงพิสูจนวา T(N) = O(f(N)) ก็ตอเมื่อ f(N) = Ω (T(N)) 
4. จงแสดงวา 3(n+1) เปน  O(3n) 
5. จงแสดงวา n = O(n log n) 
6. จงพิสูจนวา logk n = o(n) เมื่อ k เปนคาคงที่ 
7. ถา f(n) = 3n เมื่อ n เปนจํานวนคู และ f(n)=n2 เมื่อ n เปนจํานวนคี่ จงหาคา big O ของ f(n) 
8. ถามีตัวเลขอยู n ตัว จงเขียนโปรแกรมเพื่อหาคาที่มากที่สุดและนอยที่สุดโดยใชการ

เปรียบเทียบไมเกิน 3n/2 ครั้ง 
9. สมมติวามีโปรแกรมอยูสองโปรแกรม โปรแกรมที่หนึ่งมี worst case running time = 230 n 

log2 n สวนโปรแกรมที่สองมี worst case running time = n2 จงหาวาเมื่อ n เปนเทาไร 
โปรแกรมที่สองจึงจะมี worst case running time มากกวาโปรแกรมแรก 

10. ใหเรามีสมการ i
n

i
i xaxp ∑

=

=
0

)(  เราสามารถนํามาเขียนใหมเปน 

)...)))(...((()( 13210 nn xaaxaxaxaxaxp ++++++= −  ซึ่งวิธีการนี้เรียกวา 
วิธีการของ Horner จงเขียนโปรแกรมหา p(x) รวมทั้งบอกคา big O ดวย 

11. จงเขียนโปรแกรมเพื่อคูณเลขสองจํานวน โดยใหใชเครื่องหมายบวกเทานั้น โปรแกรมนี้มี
คา big O เปนเทาไร 

12. จงพิสูจนวา ∑
=

=−
n

i

ni
1

2)12(  

13. จงแสดงวา ⎡ ⎤ )log(log
1

2 nni
n

i

Θ=∑
=

 

14. สมมติวาหองสมุด”โคตรโหด” ปรับเราเมื่อคืนหนังสือสายวันแรกเปนจํานวนเงิน 2 บาท 
ถาเราไมคืน คาปรับจะยกกําลังสองในวันตอไปและตอไปเรื่อยๆ ถามวาในวันที่ n คาปรับ
จะเปนเทาไร และจะใชเวลากี่วันคาปรับจึงจะเทากับ x บาท 

15. จงดัดแปลงโปรแกรมที่หา maximum subsequence sum ใหเก็บคา index ของ maximum 
subsequence sum ไวดวยเพื่อพรอมพิมพออกมาทุกเวลา 

16. จงเขียนโปรแกรมเพื่อหา minimum subsequence sum โปรแกรมนี้มีคา big O เปนเทาไร 
17. จงเขียนโปรแกรมเพื่อหา maximum subsequence product โปรแกรมนี้มีคา big O เปน

เทาไร 
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18. จงเขียนโปรแกรมเพื่อหาวาจํานวนเต็มบวก n เปนจํานวนเฉพาะหรือไม โปรแกรมนี้มีคา 
big O เปนเทาไร 

19. ถาใน 0.5 วินาที โปรแกรมหนึ่งสามารถจัดการ input ไดหนึ่งรอยหาสิบตัว จงหาวาในหา
นาทีโปรแกรมนี้จะสามารถจัดการกับ input ไดก่ีตัว เมื่อโปรแกรมนี้เปน O(n log n) และ 
O(n2) ตามลําดับ 

20.  จงหา big O จากโคดชุดตอไปน้ี 
 
1:  sum=0; 
2:  for(i=0;i<n;i++) 
3:      for(j=0;j<n*n;j++) 
4:            sum++; 

 
1:  sum=0;  
2:  for(i=0;i<n;i++) 
3:       for(j=0;j<i;j++) 
4:           sum++; 

 
1:  sum=0; 
2:       for(i=0;i<n;i++) 
3:            for(j=0;j<i*i;j++) 
4:                 for(k=0;k<j;k++) 
5:                     sum++; 

 
1:  sum=0; 
2:       for(i=1;i<n;i++) 
3:            for(j=1;j<i*i;j++) 
4:                 if(j%i = =0) 
5:                      for(k=0;k<j;k++) 
6:                           sum++; 

                    
 
 
 
 


